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内 容 提 要 


本 书 是 原 中 山大 学 数学 力学 系 常 微分 方程 组 编 《 常 微分 方程 1978 年 初 
版 及 1983 年 第 二 版 后 的 新 修订 版 。 考 虑 到 二 十 多 年 科学 技术 的 发 展 , 除 尽 
量 保 持原 书 结构 与 易学 易 教 的 特点 外 ,在 教学 时 数 不 增 加 及 内 容 可 选 的 前 提 
下 ,适当 补充 应 用 实例 、 非 线性 内 容 及 计算 机 应 用 ,包括 分 支 .混沌 、 哈 密 顿 方 
程 数值 解 等 ;并 增加 数学 软件 在 常 微分 方程 中 应 用 作为 附录 ;同时 在 绪论 中 
简单 介绍 了 常 微分 方程 的 发 展 历 史 和 在 数学 中 的 地 位 ,书后 附 习题 答案 及 参 
考 文献 。 

第 三 版 重 写 了 第 一 .六 章 , 其 他 各 章 只 作 了 少量 修订 。 熟 悉 第 二 版 的 老 
师 可 仍 按 原 计 划 讲 授 , 然 后 再 根据 情况 适当 补充 新 内 容 。 

全 书 主要 内 容 有 :绪论 ;一 阶 微分 方程 的 初等 解法 ;一 阶 微 分 方程 的 解 的 
存在 定理 ;高 阶 微分 方程 ;线性 微分 方程 组 ; 非 线 性 微分 方程 ;一 阶 线性 偏 微 
分 方程 。 此 外 还 有 两 个 附录 : 边 值 问题 ;数学 软件 在 常 微分 方程 中 的 应 用 。 

本 书 可 作 综 合 大 学 和 师范 院 校 数学 与 应 用 数学 专业 ,以 及 师范 专科 学 校 
数学 系 常 微分 方程 课程 的 教材 和 各 高 校 数 学 模型 课程 的 参考 资料 。 
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第 三 版 前 


本 书 的 出 版 经 历 了 中 国 改 革 开 放 的 整个 时 期 ,一 直 在 重印 中 ， 
说 明 本 书 的 编写 得 到 了 读者 的 肯定 。 全 书 按 教 学 大 网 的 要 求 , 较 
全 面 地 介绍 了 常 微分 方程 的 基本 理论 和 方法 ,结构 合理 ,讨论 详 
尽 , 易 教 易 学 ,有 丰富 的 例子 和 习题 ,在 处 理 诸 如 高 阶 线性 方程 和 
线性 方程 组 等 内 容 时 有 自已 的 特色 。 

在 21 世纪 的 新 时 期 中 修订 本 书 ,我 们 除 保 持原 来 的 优点 外 ， 
将 首先 以 开放 的 观点 处 理 材料 ,把 常 微分 方程 放 在 整个 数学 结构 
中 考虑 。 除 补充 了 关于 常 微分 方程 的 发 展 历 史 外 ,在 各 章节 中 还 
适当 介绍 了 有 关 的 其 他 理论 方法 ,给 出 有 关 的 参考 文献 。 

虽然 常 微分 方程 理论 发 展 已 经 历 几 百年 ,但 目前 仍 在 发 展 中 。 
特别 是 近 三 十 多 年 来 ,在 自然 科学 中 ,混沌 (chaos) 现 象 和 孤立 子 
(soliton) 的 重大 发 现 , 便 是 以 微分 方程 为 基础 出 现 的 ; 非 线 性 科学 
的 研究 目前 仍 方 兴 未 艾 。 为 此 ,我 们 除 在 第 六 章 非 线性 微分 方程 
中 介绍 稳定 性 和 定性 基本 理论 及 其 应 用 外 还 以 简短 篇 幅 补 充 了 分 
支 \ 混沌 、 哈 密 顿 方程 和 孤立 子 等 内 容 , 虽 然 概念 较 多 ,但 多 用 图 
形 、 例 子 说 明 ,不 涉及 复杂 的 推导 ,主要 让 读者 对 当今 常 微 分 方程 
的 新 面 狐 有 一 个 概略 的 印象 。 

目前 已 进入 信息 时 代 , 计 算 机 已 普及 应 用 。 正 是 由 于 计算 机 
技术 的 发 展 才 引发 了 混沌、 孤立 子 及 分 形 (fractal) 等 新 现象 的 发 
现 。 使 用 计算 机 数学 软件 可 大 大 促进 数学 包括 常 微 分 方程 的 学 
习 教学 和 研究 ,但 考虑 到 本 书 仅 是 常 微分 方程 的 入 门 教材 ,正文 
中 暂 不 涉及 使 用 计算 机 数学 软件 ,而 把 数学 软件 在 常 微 分 方程 中 
的 应 用 作为 附录 ,附录 中 介绍 了 Mathematica, MATLAB 和 Maple 
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三 种 通用 的 计算 机 数学 语言 ,并 列 出 应 用 于 常 微分 方程 的 典型 例 
子 的 语言 程序 供 参 考 。 考 虑 到 计算 机 绘制 微分 方程 积分 曲线 及 罗 
线 图 的 重要 作用 ,而 这 依赖 于 微分 方程 的 数值 解 (不 管 方程 可 积 或 
不 可 积 ), 因 此 补充 了 微分 方程 数值 解 内 容 , 使 读者 能 更 好 地 使 用 
数学 软件 。 

目前 ,大 学 生 数 学 建 模 竞赛 已 经 普及 ,并 成 为 高 等 院 校 提高 素 
质 教 育 及 教学 改革 的 重要 手段 ,研究 生 数 学 建 模 竞赛 也 已 开展 。 
常 微分 方程 模型 是 数学 模型 的 基本 内 容 之 一 , 书 中 适当 补充 了 常 
微分 方程 模型 的 若干 例子 ,也 适当 增加 了 研究 生 入 学 试题 作为 习 
题 。 

修订 部 分 集中 在 第 一 章 和 第 六 章 ,不 影响 原 教 学 计划 ,可 仍 按 
原 计划 教学 。 增 加 的 数值 解 在 第 三 章 最 后 ,是 可 选 内 容 ; 数 学 软件 
使 用 是 辅助 学 习 , 只 列 入 附录 , 且 主 要 是 绘图 及 计算 ,教学 可 用 或 
不 用 计算 机 ;甚至 可 将 第 六 章 非 线性 微分 方程 及 附录 开 数 学 软件 
在 常 微分 方程 中 的 应 用 这 两 部 分 另行 作为 选修 课 的 内 容 。 

考虑 到 书 中 用 到 的 雅 可 比 和 矩阵 及 函数 独立 性 概念 在 微 积 分 基 
本 教材 中 不 一 定 涉 及 ,我 们 在 第 一 章 基 本 概念 中 附加 了 雅 可 比 佐 
阵 与 函数 独立 性 一 段 内 容 供需 要 时 查阅 。 书 中 除 学 习 要 点 外 用 仿 
宋体 排 印 的 是 一 些 补充 材料 ,初学 时 略 去 而 不 影响 后 面 阅 读 。 另 
外 ,可 选 或 作 参 考 部 分 的 节 或 小 节 用 星 号 “x "标记 于 该 节 号 或 该 
小 节 号 之 后 ,而 部 分 证 明 及 补充 仍 用 小 字 排 印 。 

本 书 第 一 版 (1978) 除 第 六 章 和 附录 外 主要 参考 周 之 铭 编 写 的 
已 在 中 山大 学 使 用 的 讲义 编 成 ;第 二 版 (1983) 王 高 雄 作 了 全 面 修 
订 , 并 增加 编写 了 第 七 章 ; 现 第 三 版 因 周 之 铭 、 王 高 雄 在 国外 ,由 朱 
已 铭 、 王 寿 松 、 李 艳 会 修订 , 朱 思 铭 主 持 。 朱 思 铭 重 写 了 第 六 章 , 增 
加 了 应 用 实例 和 常 微分 方程 的 发 展 历 史 和 参考 文献 ,并 修订 了 附 
录 工 , 开 ; 王 寿 松 处 理 了 拉 普 拉 斯 变换 部 分 ,修订 了 第 三 、 四 \ 五 章 ; 
李 艳 会 增加 了 数值 解 一 节 及 附录 开 数 学 软件 在 常 微分 方程 中 的 应 
用 ,修订 了 第 一 、 二 七 章 。 
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本 书 的 修订 得 到 了 广大 师 生 的 支持 ,特别 是 中 山大 学 曾 长 期 
从 事 常 微分 方程 教学 的 老师 ,如 李 尚 廉 、 朱 洁 华 、 陈 楚 平 \ 王 远 世 、 
赵 育 林 、 姜 正 录 、 王 其 如 等 同志 ,提出 了 很 多 宝贵 的 建议 和 意见 ,对 
此 ,我 们 表示 更 心 的 感谢 。 

在 常 微分 方程 教材 中 适当 引入 现代 发 展 的 新 概念 及 数学 软件 
是 一 种 新 的 尝试 ,虽然 仅 作为 可 选 内 容 ,只 迈 出 小 小 的 一 步 , 希 望 
能 得 到 兄弟 院 校 广大 师 生 的 反馈 信息 。 

由 于 本 次 修订 时 间 仓 促 , 未 经 全 体 原 编者 审核 ,有 关 错 漏 与 问 
题 由 修订 者 负责 。 
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第 三 章 


$1.1 常 微分 方程 模型 


$1.2 基本 概念 和 常 微分 方程 的 发 展 历史 € 


1.2.1 常 微分 方程 基本 概念 


“1.2.2 雅 可 比 矩 阵 与 函数 相关 性 


"1.2.3 常 微分 方程 的 发 展 历史 
本 章 学 习 要 点 ， 


第 二 章 ”一 阶 微分 方程 的 初等 解法 

$2.1 变量 分 离 方 程 与 变量 变换 ene 
2.1.2 MA BES AAA corro ron cen cnn nn canario os 

82.2 线性 微分 方程 与 常数 变易 法 人 eee 

82.3 恰当 微分 方程 与 积分 因子 … ron rr r crono nana non nnn anno 

$2.4 一 阶 隐 式 微分 方程 与 参数 表示 ets。 
2.4.1 可 以 解 出 y( 或 z) 的 方程 pp 
2.4.2 不 显 含 y( 或 +) 的 方程 ee 


本 章 学 习 要 点 ， 


一 阶 微分 方程 的 解 的 存在 定理 
$3.1 解 的 存在 唯一 性 定理 与 逐步 通 近 法 … 


第 二 版 前 言 


本 版 是 根据 高 等 学 校 理科 1981 至 1985 年 教材 编写 规划 和 
1980 年 在 上 海 举行 的 高 等 学 校 理科 数学 力学 \ 天 文学 教材 编审 
委员 会 扩大 会 议 上 审 订 的 “ 常 微分 方程 教学 大 纲 ” 的 要 求 ,结合 几 
年 来 的 教学 实践 ,在 第 一 版 的 基础 上 修改 、 补 充 而 成 的 。 除 对 全 书 
进行 全 面 修改 外 ,重点 补充 改写 了 第 三 章 、 第 五 章 的 若干 部 分 ; 增 
添 了 第 七 章 一 阶 线性 偏 微分 方程 ;此 外 ,还 充实 了 各 章 、 节 的 习题 。 

本 书 第 一 版 自 1978 年 出 版 以 来 ,得 到 了 兄弟 院 校 广大 师 生 的 
关心 和 支持 ,他 们 为 这 次 修订 工作 提供 了 很 好 的 意见 ,在 此 谨 向 这 
些 同志 致谢 。 由 于 经 验 和 水 平 的 关系 ,本 版 一 定 还 有 错漏 或 不 完 
善 的 地 方 , 热 切 希 望 同志 们 批评 指正 。 

编 者 
1982 年 10 月 


编者 说 明 


本 书 是 在 中 山大 学 数学 力学 系 原 《 常 微 分 方程 讲义 》 基 础 上 ， 
参考 国内 外 一 些 同类 的 教材 ,经 过 加 工 和 补充 编写 而 成 。 全 稿 是 
在 许 淞 庆 教授 主持 下 ,由 王 高 雄 、 周 之 铭 、 朱 思 铭 、 王 寿 松 四 位 同志 
分 工 编写 ,经 过 反复 讨论 、 多 次 修改 完成 。 由 于 时 间 匆 促 ,更 受 科 
学 水 平和 教学 经 验 的 限制 , 一定 存 在 不 少 缺 点 ,甚至 还 有 错误 之 
处 , 尽 切 希望 同志 们 提出 批评 和 指正 。 

关于 全 书 各 章 的 主要 内 容 ,请 参阅 各 章 后 面 的 < 学习 要 点 "。 
下 面 就 我 们 在 编写 过 程 中 的 几 点 考虑 作 些 说 明 。 

一 、 考 虑 到 “ 常 微 分 方程 "不 但 是 数学 的 基础 课 ,同时 也 是 党 
微分 方程 学 科 本 身 近 代 发 展 方向 的 重要 基础 。 本 书 除 讲述 常 微分 
方程 的 最 基本 的 从 而 是 比较 经 典 性 的 传统 内 容 外 ,在 第 六 章 着 重 
介绍 微分 方程 的 重要 分 支 一 一 稳定 性 理论 的 一 般 概念 和 重要 结 
果 , 其 中 包括 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 的 主要 定理 及 一 类 控制 系统 的 
绝对 稳定 性 问题 。 同 时 在 第 五 章 讲述 线性 方程 组 时 ,采用 了 矩阵 
和 向 量 等 工具 ,为 进一步 学 习 这 门 学 科 准 备 某 些 必要 的 基础 。 

二 、 在 编写 过 程 中 ,力图 做 到 “由 浅 入 深 ,循序 渐进 "和 “ 少 而 
精 ” ;注意 突出 重点 ,力求 论证 详细 明了 ,便于 自学 。 在 基本 定理 的 
证 明 中 ,反复 运用 皮卡 逐步 逼近 法 ,希望 读者 不 但 了 解 定理 内 容 ， 
同时 要 掌握 这 一 证 明 方法 。 此 外 ,每 章 还 附 “学 习 要 点 ”, 对 该 章 内 
容 加 以 总 结 , 帮 助 读者 掌握 各 部 分 基本 内 容 。 我 们 略 去 一 阶 偏 微 
分 方程 部 分 ,对 于 奇 解 则 只 是 简单 地 介绍 它 的 概念 和 求法 。 

三 、 在 加 强 基本 理论 教学 的 同时 ,注意 运算 技能 的 培养 和 训 
练 。 书 中 各 部 分 内 容 均 配 有 典型 例子 ,并 加 以 说 明 。 此 外 ,各 章 、 
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节 还 配 有 相当 数量 的 习题 ,希望 通过 做 习题 这 个 环节 ,来 帮助 培 
养 、 提 高 解 题 能 力 和 技巧 。 

四 、 高 阶 线性 方程 和 线性 方程 组 完全 可 以 统一 起 来 处 理 , 采 
用 托 阵 和 向 量 等 工具 ,使 叙述 上 显得 十 分 方便 。 但 是 ,我 们 认为 在 
常 系数 高 阶 线 性 方程 的 具体 求解 过 程 上 ,不 采用 先 过 渡 到 方程 组 
的 办 法 ,而 直接 应 用 本 书 第 四 章 介 绍 的 方法 ,可 能 更 为 简便 些 。 

基于 上 述 的 考虑 ,我 们 将 上 述 内 容 分 别 设 章 编 写 : 先 讲 高 阶 线 
性 方程 ,后 讲 一 阶 线性 方程 组 。 在 第 五 章 中 ,关于 常 系数 线性 方程 
组 的 基 解 矩阵 的 计算 ,我 们 避免 了 化 矩阵 为 若 尔 当 型 的 麻烦 ,但 却 
不 能 不 用 到 关于 空间 的 分 解 等 较 深 的 代数 知识 。 有 和 较 好 的 线性 代 
数 基础 的 读者 ,可 以 先 学 习 第 五 章 , 而 将 第 四 章 人 4.1 的 结果 作为 
有 关 定 理 的 直接 推论 。 因 此 ,使 用 本 书 时 ,对 第 四 章 和 第 五 章 的 有 
关内 容 , 可 以 灵活 处 理 , 根 据 实 际 情况 进行 调整 。 

五 、 在 内 容 安排 上 ,我 们 既 考虑 到 大 纲 中 关于 学 时 的 要 求 , 又 
不 完全 受 其 限制 。 书 中 某 些 章节 ,特别 第 六 章 的 内 容 是 供 选 讲 用 
的 。 这 一 章 的 主要 定理 都 给 出 了 证 明 , 有 些 用 小 字 排 印 , 那 是 为 学 
有 余力 的 读者 而 写 的 。 这 些 内 容 讲 多 讲 少 请 任课 教师 一 定 。 

六 、 最 后 ,鉴于 工程 技术 方面 对 拉 普 拉 斯 变换 法 的 需要 , 除 在 
第 四 章 和 第 五 章 的 有 关 部 分 加 以 应 用 外 ,还 在 书 末 配置 附录 工 , 介 
绍 拉 普 拉 斯 变换 的 基本 概念 和 主要 性 质 。 此 外 ,考虑 到 微分 方程 
边 值 问题 的 实际 意义 ,在 附录 开 中 作为 参考 资料 来 介绍 。 

书 末 附 有 各 章节 习题 答案 , 供 读者 参考 。 

本 书 由 南京 大 学 主 审 ,复旦 大 学 武汉 大 学 、 兰 州 大 学 参加 审 
查 。 审 稿 同志 提出 许多 宝贵 意见 。 这 些 意见 对 本 书 的 定稿 工作 很 
有 帮助 。 本 书 修 改 后 ,又 经 主 审 人 何 崇 佑 同志 认真 复审 。 在 此 ,我 
们 说 向 这 些 同 志 表 示 谢 意 。 

编者 于 广州 中 山大 学 
1978 年 7 月 
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数学 分 析 ( 微 积分 ) 中 研究 了 变量 的 各 种 函数 及 函数 的 微分 与 
积分 .如 函数 未 知 ,但 知道 变量 与 函数 的 代数 关系 式 , 便 组 成 代数 
方程 ,通过 求解 代数 方程 解 出 未 知 函 数 .同样 ,如果 知道 自 变量 未 
知 函 数 及 函数 的 导数 (或 微分 ) 组 成 的 关系 式 ,得 到 的 便 是 微分 方 
程 ,通过 求解 微分 方程 求 出 未 知 函 数 . 自 变 量 只 有 一 个 的 微分 方程 
称 为 常 微分 方程 . 常 微分 方程 是 数学 分 析 或 基础 数学 的 一 个 组 成 
部 分 ,在 整个 数学 大 厦 中 占据 着 重要 位 置 . 

在 反映 客观 现实 世界 运动 过 程 的 量 与 量 之 间 的 关系 中 ,大 量 
存在 满足 常 微分 方程 关系 式 的 数学 模型 ,需要 我 们 通过 求解 常 微 
分 方程 来 了 解 未 知 渔 数 的 性 质 . 常 微分 方程 是 解决 实际 问题 的 重 
要 工具 . 

本 章 中 先 介绍 自然 界 \ 社 会 界 中 的 各 种 常 微分 方程 模型 ,了 解 
构造 常 微分 方程 模型 的 几 种 方法 .同时 讲述 一 些微 分 方程 和 函数 
相关 性 的 基本 概念 及 常 微 分 方程 发 展 历史 ,使 读者 概略 了 解 常 微 
分 方程 的 历史 和 在 数学 中 的 地 位 . 


$1.1 篆 微 分 方程 模型 


这 一 节 先 介绍 物理 、 力 学 中 的 常 微分 方程 模型 ,然后 讨论 在 社 
会 ,生物 、 化 学 及 气象 中 的 常 微分 方程 模型 ,最 后 简略 介绍 力学 系 
. ] >» 


统 中 的 常 微 纷 方程 ,为 后 面 理论 学 习 提 供应 用 例子 ,同时 总 结 出 建 
立 常 微 分 方程 模型 的 几 种 方法 . 

例 1 RLC 电路 . 

包含 电阻 R、 电 感 工 .电容 C 及 电源 的 电路 称 为 RLC 电路 ， 
RLC 电路 是 电子 电路 的 基础 .根据 电学 知识 ,电流 I 经 过 R,L,C 


的 电压 降 分 别 为 RI, 9 和 从 ,其 中 Q 为 电量 , 它 与 电流 的 关系 


为 E HEAR EXA (Kirchhoff) $ — E E : EAA ARA, 


有 支 路 上 的 电压 的 代数 和 等 于 零 . 
由 图 (1.1) 所 示 的 RL 电路 , 设 R,LXAHBREEE 为 常数 ， 
当 开 关 S 合 上 后 ,存在 关系 式 


Bp 


-E 
-r IT? (1.1) 


这 便 是 RL 电路 的 常 微分 方程 . 其 
中 电流 了 是 自 变量 : 的 函数 = ey 
IG) ,在 方程 (1.1) 中 是 未 知 函 数 . 当 开 关 S 刚 合 上 即 1:=0 时 有 
I 二 0, 即 
1(0)=0, (1.2) 
称 此 条 件 为 方程 (1.1) 的 初 值 条 件 . 
如 果 当 t= 如 时 有 工 = 1 ,而 电源 突然 短路 , 即 E =0 且 保 持 
不 变 , 此 时 方程 (1.1) 变 为 
i t A LS) 


初 值 条 件 为 
I(t.)=1,. (1.4) 
骨 看 图 (1.2) 所 示 的 RLC 电路 ,假设 R,L,C 为 常数 ,电源 电 
TE 


Æ e(z) 是 时 间 +t 的 已 知 函 数 . 当 开 L 
关 S 合 上 时 有 关系 式 
Q 


e(t)=L E +RI +S, 


a 


微分 上 式 , 代 入 [= , 便 得 到 以 时 


E: 为 自 变量 .电流 了 工 为 未 知 函 数 的 
常 微 分 方程 图 (1.2) 
PI, Rd, TIT_Il de(t) (1.5) 


dz Ld LC L dt 
当 电 源 电 压 是 常数 el(t)=E h, EEMO DEEA 
+ a=0. (1.6) 
如 还 有 R =0, 微 分 方程 进一步 化 简 为 


d'I E- 
AST (1.7) 


例 2 数学 摆 . 

数学 摆 是 系 于 一 根 长 度 为 : 的 线 上 而 质量 为 mx 的 质点 M ,在 
重力 作用 下 , 它 在 垂直 于 地 面 的 平面 上 党 
圆周 运动 ,如 图 (1.3) 所 示 . 我 们 来 确定 摆 : 
的 运动 方程 . 

设 取 反 时 针 运 动 的 方向 作为 计算 摆 与 
oo 


周 的 切 向 速度 v 可 以 表示 为 = 1 2. YE 


用 于 质点 M 的 重力 mg 将 摆 拉 回 平衡 位 
置 A. 把 重力 mg 分 解 为 两 个 分 量 MG 和 
MP ,第 一 个 分 量 MO 沿 半径 OM 方向 ,与 
线 的 拉力 相抵 消 , 它 不 会 引起 质点 M 的 速 
度 v 的 数值 的 改变 .第 二 个 分 量 W 访 沿 着 贺 (1.3) 


周 的 切线 方向 , 它 引起 质点 M 的 速度 wv 的 数值 的 改变 . 因为 MP 
总 是 使 质点 M 向 着 平衡 位 置 A 的 方向 运动 , 即 当 角 o 为 正 时 ,向 
减 小 p 的 方向 运动 ; 当 角 9 为 负 时 ,向 增 大 o 的 方向 运动 ,所 以 
WX 态 的 数值 等 于 - mgsin p. 因 此 , 摆 的 运动 方程 是 


dv - = sin 
m dt mg P, 
Bn 
— = — Fsin o. (1.8) 


如 果 只 研究 摆 的 微小 振动 , 即 当 wp 比较 小 时 的 情况 ,我 们 可 
以 取 sin p 的 近似 值 p 代入 方程 (1.8). 这 样 ,就 得 到 微小 振动 时 
摆 的 运动 方程 

TP+ gp=0. (1.9) 

如 果 我 们 假设 摆 是 在 一 个 粘性 的 介质 中 摆动 ,那么 , 沿 着 摆 的 
运动 方向 就 存在 一 个 与 速度 v 成 比例 的 阻力 . 如 果 阻 力 系数 是 
A，, 则 摆 的 运动 方程 变 为 


d 9 de 
dt? E at 1 E (1.10) 


如 果 沿 着 摆 的 运动 方向 恒 有 一 个 外 力 F(z) 作 用 于 它 , 这 时 摆 
的 运动 称 为 强迫 微小 振动 ,其 方程 为 


2 
FE SP + gp= F(t). (1.11) 


当 要 确定 摆 的 某 一 个 特定 的 运动 时 ,我 们 应 该 给 出 摆 的 初始 
状态 : 
当 1=0H,p= p, SP = wo， SES A 
这 里 wo 代表 摆 的 初始 位 置 , wo 代表 摆 的 初始 角速度 的 大 小 . 


例 3 人 口 模 型 00 . 

英国 人 口 统计 学 家 马尔 萨 斯 (Malthus) 在 担任 牧师 期 间 ,查看 
了 当地 教堂 100 多 年 人 口 出 生 统 计 资 料 ,发 现 了 这 样 一 个 现象 :人 
口 出 生 率 是 一 个 常数 .在 1798 年 他 发 表 了 《人 口 原 理 》 一 书 , 其 中 
提出 了 闻名 于 世 的 Malthus 人 口 模型 . 

他 的 基本 假设 是 :在 人 口 自然 增长 的 过 程 中 , 净 相 对 增长 率 
(单位 时 间 内 人 口 的 净 增 长 数 与 人 口 总 数 之 比 ) 是 常数 , 记 此 常数 
为 r( 生 命 系 数 ). 

Æ t 到 t+ At 这 段 时 间 内 人 口 数 量 N = N(z) 的 增长 量 为 

N(tz+At)— N(1+)=rN(t)aAt, 
于 是 N(z ) 满 足 微 分 方程 


Er rN. (1.13) 
将 上 式 改 写 为 
= rdt, 
于 是 变量 N 和 1 被 “分 离 ”, 两 边 积分 得 
ln N=rt+c, 
这 里 c 为 任意 常数 .由 对 数 的 定义 ,上 式 变 为 
N=ce"”, (1.14) 


其 中 c=e. 因 N=0 亦 是 方程 (1.13) 的 解 ,因此 c 可 以 是 任意 常 
数 . 
如 设 初 值 条 件 为 
t=to 时 , N(z) = N,, (1.15) 
代入 上 式 可 得 c = Noe ” . 即 方程 (1.13) 的 满足 初 值 条 件 (1.15) 
的 解 为 
N(1)= Nyo. (1.16) 
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如 果 xr >0, 上 式 说 明 人 口 总 数 N(z) 将 按 指数 规律 无 限 增长 . 
将 t 以 1 年 或 10 年 为 单位 离散 化 ， A 人 口 数 是 以 e 为 
公 比 的 等 比 数列 增加 的 . 

当 人 口 总 数 不 大 时 ,生存 空间 资源 等 极 充裕 ,人 口 总 数 指数 
地 增长 是 可 能 的 .但 当 人 口 总 数 非常 大 时 ,指数 增长 的 线性 模型 则 
不 能 反映 这 样 一 个 事实 :环境 所 提供 的 条 件 只 能 供养 一 定数 量 的 
人 口 生活 ,所 以 Malthus 模型 在 N(t) 很 大 时 是 不 合理 的 . 

倚 兰 生物 学 家 Verhulst 引入 常数 N, (环境 最 大 容纳 量 ) 表 示 
自然 资源 和 环境 条 件 所 能 容纳 的 最 大 人 口 数 , 并 假设 净 相 对 增长 


率 为 (1 52). 即 净 相对 增长 率 随 N(z ) 的 增加 而 减少 , 当 


Ni) 一 N, 时 , 净 增 长 率 一 0. 
按 此 假定 ,人 口 增长 的 方程 应 改 为 


IN, (1.17) 


这 就 是 logistic 模型. 当 N, 5 NARA ZN NACO 
忽略 , 则 模型 变 为 Malthus 模型 ;但 当 N, 与 N 相 比 不 是 很 大 时 ， 


-这 一 项 就 不 能 忽略 ,人 口 急剧 增加 的 速率 要 缓慢 下 来 .我 们 用 


logistic 模型 来 预测 地 球 未 来 人 数 . 某 些 人 口 学 家 估计 世界 人 口 的 
目 然 增长 率 为 r = 0.029, 而 统计 得 世界 人 口 在 1960 年 为 29.8 
亿 , 增 长 率 为 1.85% ,由 logistic 模型 (1.17), 有 0.0185=0.029 x 


(1- 29. :310 f 可 得 N, = 82.3 x 10* , 即 世界 人 口 容量 为 82 3 


亿 . 由 (1.17) 式 右 端 为 二 次 多 项 式 ,以 = 学时 为 顶点 . 当 N< 
六 时 人 口 增长 率 增加 ; 当 N > Ùra A D KRI, BA 


长 到 =41.15x LO 时 增长 率 将 逐渐 减少 . 这 与 世界 人 口 在 20 
. 6 e 


世纪 70 年 代为 40 亿 左 右 时 增长 率 最 大 的 统计 结果 相符 . 

例 4 传染 病 模型 ”. 

传染 病 (瘟疫 ) 经 常 在 世界 各 地 流行 ,如 霍乱 、 天 花 、 艾滋病 、 
SARS,H5N1 病毒 等 .建立 传染 病 的 数学 模型 ,分 析 其 变化 规律 ， 
防止 其 蔓延 是 一 项 艰巨 的 任务 .这 里 仅 就 一 般 的 传染 规律 讨论 传 
染病 的 数学 模型 . 

假设 传染 病 传播 期 间 其 地 区 总 人 数 不 变 ,为 常数 .开始 时 染 
病人 数 为 zu ,在 时 刻 : 的 健康 人 数 为 y(t ), 染 病人 数 为 x(t). H 
于 总 人 数 为 常数 ,有 

rl(t)+ y(t)=nm. (1.18) 

设 单位 时 间 内 一 个 病人 能 传染 的 人 数 与 当时 的 健康 人 数 成 正 

E EARRA k, E k 为 传染 系数 ,于 是 


drU = y(t) x(1), 2(0) = zo. (1.19) 


注意 到 (1.18) ,得 


F=taln-x),0(0)=x0, (1.20) 


这 个 模型 称 为 SI 模型 , 即 易 感染 者 (Susceptible) 和 已 感染 者 (In- 
fective) 模 型 . 
对 无 免疫 性 的 传染 病 如 痢疾 .伤风 等 ,病人 治愈 后 会 再 次 被 感 
染 . 设 单位 时 间 治 愈 率 为 w, 则 方程 (1.19) 应 修正 为 
dz(t) 


0) 
由 (1.18) ,得 
h(n x) poten 2),0(0)= 20, 
(1.21) 
这 个 称 为 SIS 模型 .显然 为 这 个 传染 病 的 平均 传染 期 ,o= 和 为 


整个 传染 期 内 每 个 病人 有 效 接触 的 平均 人 数 (接触 数 ). 
- TA 


对 有 很 强 免疫 性 的 传染 病 如 天 花 流感 等 ,病人 治愈 后 不 会 再 
被 感染 . 设 在 时 刻 t 的 愈 后 免疫 人 数 为 >(t), 称 为 移出 者 (Re- 
moved), 而 治愈 率 ! 为 常数 , 即 

dit = le (2). 


此 时 ,关系 式 (1.18) 和 (1.19) 应 改 为 
rz(t)+ y(t)+r(t)=n 
和 


dx(:) qua: 


ar “amane 
由 上 三 式 可 消去 r(t), 44 


Z = key- lx, a(0)=x0, 
(1.22) 
X= — kry, y(0)= yo =n — xo, 


这 个 模型 称 为 SIR 模型 . 

上 述 三 类 传染 病 模型 (1.20),(1.21) 和 (1.22) 均 为 常 微分 方 
程 . 

SIR 模型 曾 被 克 马 克 (Kermack) 等 用 于 检验 本 世纪 初 在 印度 
志 洋 发 生 的 一 次 疗 疫 ,其 理论 曲线 与 实际 数据 相当 吻合 . 

Bis 两 生物 种 群生 态 模型 ? . 

意大利 生物 学 家 棣 安 考 纳 (D’ Ancona) 发 现 某 海 港 在 第 一 次 
世界 大 战 期 间 捕 鱼 量 减少 而 捕获 到 的 捕食 鱼 占 的 百分比 却 急剧 增 
加 ,为 解释 这 种 现象 ,意大利 数学 家 沃 特 拉 (Volterra) 建 立 了 一 
关于 捕食 鱼 与 被 食 鱼 生长 情形 的 数学 模型 . | 

沃 特 拉 把 所 有 的 鱼 分 成 两 类 :被 食 鱼 与 捕食 鱼 , 设 t 时 刻 被 食 
鱼 的 总 数 为 r(t) MARAKAK y(z). 因 为 被 食 鱼 所 需 的 食 
物 很 丰富 ， 他 们 本 身 的 竞争 并 不 激烈 ,如 果 不 存在 捕食 鱼 的 话 , 补 


食 鱼 的 增加 应 应 遵循 指数 增长 率 红 = az(a >0 为 某 个 常数 ,表示 自 
n oa 


然 净 相 对 增长 率 ) ,但 因 捕 食 鱼 的 存在 ,致使 其 增长 率 降 低 , 设 单位 
时 间 内 捕食 鱼 与 被 食 鱼 相遇 的 次 数 为 pzy(& >0 为 某 个 常数 ) , 因 
此 


E = az — bay. 


IMA, REL A A A AAA (ARRE A) la] 
它们 存在 数目 y 成 正比 , 即 为 - cy(c >>0 为 常数 ) ,而 自然 增长 率 
则 同 它们 本 喘 的 存在 数目 y 及 食物 一 一 被 食 鱼 数目 z 成 正比 , 即 
dzry(d >0 为 某 个 常数 ,反映 被 食 鱼 对 捕食 鱼 的 供养 能 力 ), 于 是 
得 到 


ÂZ = z(a — by), 


Y= y( -c+ dz), 


上 式 表 示 当 不 存在 人 类 捕 鱼 活动 时 ,捕食 鱼 与 被 食 鱼 应 遵循 的 规 
律 , 称 为 Volterra 被 捕食 - 捕食 模型 . 

对 甲 、 乙 两 种 群 , 假 设 种 群 围 和 乙 的 数量 分 别 为 x ,y, 则 可 用 
下 列 方程 表示 种 群 甲乙 相互 竞争 同一 资源 时 的 生长 情况 : 


=x(a -by), 


(1:23) 


Y = y(c- dz), 


这 里 系数 a,b,c,d 均 是 正 数 ,这 方程 称 为 两 种 群 竞争 模型 . 当 系 
数 5 ,d 为 负数 时 ,两 种 群 互相 促进 、 互 为 依赖 ,这 样 的 方程 称 为 共 
生 模 型 . 

更 一 般 的 ,可 用 下 列 的 一 般 方程 (统称 为 Volterra 模型 ) 表 示 
有 相互 关系 的 种 群 甲 . 乙 的 生长 情况 : 


Z= z(a + bate), 
(1.24) 


LP = y(d + ext fy), 


其 中 系数 a,b,c,d, e, f 为 常数 ,可 正 可 负 或 为 0, 视 两 种 群 的 相 
互 关 系 而 定 ,一 般 分 竞争 共生、 被 捕食 - 捕食 等 类 型 . 就 一 个 种 群 
来 说 ,如 y=0 或 x=0 种群 内 部 存在 密度 制约 关系 时 即 为 一 维 的 
Logistic 模型 . 

更 一 般 的 两 种 群 竞 争 系统 可 表示 为 


dz 


de =M(zxz,y)z, 


(1:29) 


>= N(zx,y)y, 


其 中 M(Cz,y) 与 N(z,y) 为 相对 于 z 与 y 的 增长 率 , 且 当 一 种 群 
增长 时 另 一 种 群 的 增长 率 下 降 ,同时 任 一 一 种 群 过 多 时 两 种 群 都 不 
能 增长 ,只 有 一 种 群 时 ,将 按 极限 增长 . 

前 面 两 种 群 一 般 模型 (1.24) 和 (1.25) 都 是 常 微分 方程 . 与 一 
维 Logistic 模型 不 同 ,模型 (1.24) 和 (1.25) 一 般 是 不 可 积 的 ,无 法 
通过 直接 求解 来 了 解 方程 的 性 态 .在 第 六 章 中 将 用 定性 方法 进行 
讨论 . 

例 6 Lorenz JÆ. 

气象 学 家 洛 伦 芯 (Lorenz) 在 美国 天 气 预 报 中 心 工 作 , 进行 数 
值 天 气 预报 .他 在 20 世纪 60 年 代 初 开始 用 数字 计算 机 , 曾 简 化 气 
象 方程 组 ,将 大 气 对 流 现象 化 为 14 个 变量 ,最 后 减 到 12 个 变量 . 
他 对 12 个 变量 的 微分 方程 组 用 数字 计算 机 进行 模拟 计算 ,一 小 时 
能 计算 两 个 月 的 天 气 变化 .一 次 偶然 离开 后 回来 时 发 现 计算 结果 
突然 变化 ,重新 输入 计算 结果 又 不 同 .反复 检查 原因 ,原来 是 重新 
输入 数据 的 小 数位 尾数 误差 所 引起 ,从 而 发 现 方程 的 解 对 初 值 敏 
感 的 现象 .后 来 他 访问 另 一 天 气 中 心 时 ,了 解 到 另 有 人 得 到 了 7 个 
变量 的 类 似 的 方程 组 .经 过 重新 处 理 , 他 将 其 中 4 个 变化 不 大 的 变 
量 删 去 ,得 到 仅 含 3 个 变量 的 右 端 非常 简单 的 微分 方程 组 ,但 其 解 
对 初 值 却 异 常 敏感 ,他 将 数值 计算 结果 发 表 在 美国 气象 学 报 上 ,这 
三 个 变量 的 方程 就 是 后 来 被 称 为 混沌 (chaos) 现 象 第 -一 例 的 有 名 
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的 Lorenz 方程 


Y= zeter—y, (1.26) 


其 中 参数 a=10,b= Ed =D 


Lorenz 方程 是 一 个 三 变量 的 和 常 微分 方程 组 ,对 此 方程 的 分 析 
留 在 $6.5 分 支 与 混沌 中 讨论 . 

例 7 化 学 动力 学 模型 号 . 

1972 年 ,化 学 家 Schlogt 提出 了 分 子 反应 的 化 学 动力 学 模型 .设想 一 人 
化 学 反应 体系 内 部 包含 三 种 化 学 成 分 A,B 和 xz.A,B 是 反应 物 ,x 为 中 间 
产物 ,进行 这 样 一 组 化 学 反应 : 


ko k> 
rd , Ar+r2x wr 
3 


即 B 类 的 一 个 分 子 反 应 后 变 为 x 类 的 一 个 分 子 ; A 类 的 一 个 分 子 与 x 类 的 
两 个 分 子 反 应 ea 相应 的 反应 率 为 k。 和 &, ;同时 假定 反应 
是 可 逆 的 ,相应 的 反应 率 为 & 和 es .此 处 eu ,kl,k,,k; 均 为 正常 数 ;A,B,x 
分 别 代 表 A 类 、B 类 和 x 类 的 分 子 数 . 
假定 反应 过 程 不 涉及 任何 热效应 ,所 有 成 分 组 成 一 个 理想 溶液 ,反应 动 
力学 满足 质量 作用 定律 ,于 是 由 反应 引起 的 各 组 成 成 分 浓度 的 变化 速率 为 
= —k,Ar’ 二 AZ ， 
vs= koB+k,z, 
De = Da” Up 
当 反 应 的 条 件 是 固定 时 ,所 有 速率 系数 是 恒定 的 , 设 除 了 由 于 化 学 反应 
以 外 各 成 分 的 浓度 还 可 以 通过 和 外 界 环境 的 交换 而 变化 ,其 中 成 分 i 与 外 界 
交换 速率 为 w; .于 是 各 成 分 浓度 的 变化 方程 为 
dA 


de Ts 


a 11 . 


dt E iii 


dx 


dr Taj 


如 果 只 有 成 分 A 和 成 分 B 可 以 和 外 界 交 换 , 并 通过 交换 而 维持 它们 在 
体系 中 的 浓度 恒定 ,成 分 x 并 不 能 和 外 界 交 换 , 它 的 浓度 完全 决定 于 体系 内 
部 的 动力 学 , 则 有 


在 这 种 情况 下 ,体系 的 状态 仅 由 单个 变量 z 来 表征 ,并 有 
=—kr +k,Ar —kiz+rkoB, LI 


这 便 是 Schlogt 单 分 子 化 学 动力 学 模型 . 
考虑 有 两 个 中 间 变 量 的 化 学 反应 体系 


A+ 


但 这 些 反应 步骤 的 总 效果 是 


>E, 

其 中 A 和 EE 是 反应 物 和 产物 ,假定 它们 的 浓度 可 由 外 界 控制 为 恒定 ,x 和 y 
是 两 种 反应 中 间 产 物 ,它们 的 浓度 可 以 自由 发 展 , 道 反应 过 程 可 以 完全 忽略 
( 自 催 化 ) , 则 有 反应 方程 


(1.28) 
dy _ 
d miy k3 y, 


A k Az 一 k, xy, 
这 是 一 类 双 分 子 化 学 动力 学 模型 . 
现 设 一 开放 的 体系 中 进行 着 下 面 一 系列 化 学 反应 : 


kı 
MA 2 BDez- 


y+D, 


k3 


27 +y 3r; re 
假定 反应 过 程 是 恒定 和 均匀 的 ,产物 D, E 一 经 产生 即 可 除去 ,反应 物 浓度 
0 y ME 


很 高 ,无 扩散 ,此 时 对 zx 和 yy 的 反应 动力 学 方程 为 


AS 


= k, Br— k 3° y. 


通过 变换 上 式 可 简化 为 
(1.29) 


上 式 是 3 分 子 化 学 动力 学 模型 . 

上 面 1,2,3 分 子 的 化 学 反应 模型 均 为 常 微分 方程 ,其 中 1,2 分 子 模型 可 
直接 求解 ,但 一 般 3 分 子 模型 无 法 直接 求解 ,对 它们 的 分 析 放 在 第 六 章 . 

例 8 力学 系统 中 的 常 微分 方程 模型 . 

常 微分 方程 的 发 现 是 由 对 自然 科学 物理 现象 的 研究 发 展 起 来 的 .力学 体 
系 可 分 三 大 类 :牛顿 力学 、 拉 格 朗 日 力学 和 哈密 顿 力 学 ,它们 和 常 微分 方程 均 
有 密切 关系 . 

牛顿 力学 研究 质点 在 三 维 欧 氏 空间 中 的 运动 ,一 个 有 势 的 牛顿 力学 系 可 
以 用 质点 的 质量 和 力学 系统 的 位 能 表达 出 来 ,牛顿 运动 方程 使 我 们 能 完全 解 
出 一 系列 重要 的 力学 问题 .对 有 完整 约束 的 力学 系统 ,可 以 通过 引进 广义 从 
标 ( Pi ,9p;，… Pn ) 解 除 约束 ,而 从 牛顿 力学 进化 为 拉 格 朗 日 力学 . 拉 格 朗 日 
力学 是 利用 一 个 拉 格 朗 日 函数 L(g ,9 ,…，,9;) 刻 画 系 统 ,把 力学 系统 的 求 
解 归 结 为 在 相应 的 坐标 邻 域内 求 拉 格 朗 日 方程 


的 初 值 问 题 的 解 .这 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 组 . 当 黑 塞 (Hess) 和 矩阵 H(L)= 


L 
[Era |in aetv = (v s U23 s Un ) 则 可 将 上 式 化 为 一 


阶 方程 组 
一 v 4 


d 
dm_ afa L FL 
TP =(H(L)) (元 7.93"): 
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有 势 的 牛顿 力学 系 是 拉 格 朗 日 力学 系 的 特例 , 拉 格 朗 日 函数 即 动能 与 位 
能 之 差 . 拉 格 朗 日 的 观点 可 以 使 我 们 能 完全 解决 一 系列 重要 的 力学 问题 , 包 
括 小 振动 理论 和 刚体 动力 学 问题 . 
进一步 ,如 果 我 们 用 广义 动量 p < 代表 广义 速度 ,通过 拉 格 朗 日 变 
q 
换 
H(q4,p)=4p-L(9,q) 
便 得 到 等 价 于 拉 格 朗 日 方程 的 哈密 顿 正 则 方程 
dg _ 2H 
di 3p’ 
E _9H 
dt dq” 
其 中 H(q,p) 称 为 哈密 顿 函 数 ,同样 有 效 地 刻画 力学 系统 .哈密 顿 方程 是 特 
殊 形状 的 常 微 分 方程 组 ,有 很 多 好 的 特性 ,这 将 在 第 六 章 最 后 一 节 中 前述 . 
拉 格 朗 日 力学 是 哈密 顿 力 学 的 特例 ,通过 哈密 顿 力学 下 以 完全 解决 一 系 
列 用 其 他 方法 不 能 解决 的 力学 问题 ,并 可 了 解 复杂 力学 系 运动 的 一 般 性 质 ， 
它 在 分 析 力学 以 外 的 其 他 物理 领域 ,如 光学 .量子 力学 等 ,也 有 重要 作用 
从 前 面 的 例子 大 致 可 以 看 出 微分 方程 模型 的 特点 是 反映 客观 
现实 世界 中 量 与 量 的 变化 关系 ,往往 与 时 间 有 关 , 是 一 个 动态 ( 力 ) 
系统 .构造 常 微分 方程 的 数学 模型 有 如 下 几 种 方法 :最 常用 的 是 从 
物理 力学 等 已 确定 的 自然 规律 出 发 ,考虑 其 主要 因素 ,忽略 次 要 
因素 ,提炼 出 状态 变量 ,包括 自 变 量 和 因 变 量 ( 未 知 函 数 ) ,然后 应 
用 相应 的 规律 和 实际 情况 ,构造 出 由 自 变量 、 未 知 函 数 及 其 导数 的 
关系 式 , 即 相应 的 微分 方程 ;如 果 没 有 直接 的 已 知 规律 可 参考 , 亦 
可 以 利用 不 同 现象 可 以 具有 相同 的 数学 模型 这 一 事实 ,应 用 类 比 
方法 ,建立 相应 模型 ,例如 用 电路 来 模拟 某 些 力学 系统 或 机 械 系 
统 ; 此 外 ,还 可 以 根据 已 发 现 的 数据 ,通过 分 析 数 据 的 相互 关系 加 
上 合理 的 逻辑 推理 ,寻找 出 相关 规律 建立 相应 的 模型 4 A 
长 的 Malthus 模型 和 logistic 模型 ;最 后 ,还 可 以 根据 一 定 的 目的 ， 
通过 反复 试验 ,寻找 出 适合 要 求 的 模型 ,例如 Lorenz 模型 便 是 从 
建立 10 多 个 变量 的 大 气动 力 方程 进行 数值 模仿 ,后 来 发 现存 在 初 
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(1.30) 


值 敏感 性 ,而 将 不 敏感 的 变量 剔除 ,最 后 得 到 简单 明了 又 能 说 明 问 
题 的 三 变量 的 Lorenz 方程 ,虽然 它 已 不 能 直接 代表 原来 的 气象 关 
系 ,但 却 深刻 地 刻画 了 混沌 现象 的 本 质 . 

从 上 述 各 种 类 型 的 例子 中 不 难 发 现 , 完 全 无 关 的 \ 本 质 上 不 同 
的 模型 有 时 可 以 由 同类 型 的 微分 方程 来 描述 .例如 反映 RL 电路 
中 电流 变化 规律 的 方程 (1.1),(1.3) 及 人 口 增长 模型 (1.13) 都 可 
以 写成 如 下 方程 类 型 : 


S% + ay= ci (1.31) 


而 RLC 电路 方程 (1.5), (1.6) 和 数学 摆 的 强迫 振动 方程 (1.11) 
属于 同一 类 型 


dy¥ tb dy ey HE (1.32) 


又 RLC 电路 方程 (1.7) 和 数学 摆 的 微小 振动 方程 (1.9) 也 属于 同 
一 类 型 . 
传染 病 SIR 模型 (1.22) 两 种 群 模型 (1.23) 和 双 分 子 化 学 动 
力学 模型 (1.28) 属 于 同一 类 型 ,同时 由 于 右 端 变量 均 不 含 1 ,可 以 
将 原 方程 合并 为 一 方程 
c+ dx) 


dy y(= 


XFA ARE MITA A), yA y 
Xx 为 目 变 量 而 另 一 个 为 未 知 函数 表示 的 方程 (1.33) 求 解 ,然后 
再 将 已 知 的 x ,y 的 关系 式 代 人 其 中 一 个 方程 ,从 而 得 到 未 知 函 数 
与 zt 的 关系 式 . 

前 面 只 是 结合 后 面 学 习 的 需要 介绍 几 个 有 代表 性 的 常 微分 方 
程 模型 ,实际 上 在 数学 模型 中 有 各 种 各 样 的 常 微分 方程 模型 ,例如 
糖尿 病 检测 模型 、 作 战 模型 、 交 通 模 型 .经 济 模型 以 及 判别 艺术 伪 
造 品 模型 等 ′. 
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8$ 1.2 基本 概念 和 和 常 微分 方程 的 发 展 历史 


自 变量 、 未 知 函 数 均 为 实 值 的 微分 方程 称 为 实 值 微分 方程 ;未 
知 函 数 取 复 值 或 自 变 量 及 未 知 函 数 均 取 复 值 时 称 为 复 值 微 分 方 
程 .在 本 书 中 只 讨论 实 值 微 分 方程 , 若 无 特 别 声明 , 均 指 实 变量 的 
实 值 微分 方程 . 


1.2.1 常 微分 方程 基本 概念 


(1) 常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 

我 们 已 经 知道 微分 方程 就 是 联系 着 自 变量 、 未 知 函数 及 其 导 
数 的 关系 式 . 如 果 在 微分 方程 中 , 自 变量 的 个 数 只 有 一 个 ,我 们 称 
这 种 微分 方程 为 常 微分 方程 ; 自 变 量 的 个 数 为 两 个 或 两 个 以 上 的 


微分 方程 为 偏 微分 方程 . 
方程 
Po + ey=/f(1), (1.34) 


dy dy, _ 
($) e pa (1.35) 


就 是 常 微分 方程 的 例子 ,这 里 y 是 未 知 函 数 ,* 是 自 变 量 . 
方程 | 


Sa e A (1.36) 


就 是 偏 微分 方程 的 例子 ,这 里 本 是 未 知 函数 ,x,y,z,t 都 是 自 
变量 .方程 (1.36) 含 有 三 个 自 变量 , 而 方程 (1.37) 含 有 两 个 自 变 
H. 
微分 方程 中 出 现 的 未 知 函 数 最 高 阶 导 数 的 阶 数 称 为 微分 方 
程 的 阶 数 .例如 ,方程 (1.34) 是 二 阶 常 微分 方程 ,而 方程 (1.36) 
. 16 . 


与 (1.37) 都 是 二 阶 偏 微分 方程 .一 般 的 n 阶 常 微分 方程 具有 形 
式 


dy: a daN 
Ple, y 32, LA) =o (1.38) 


这 里 aia o AE IA, ME 


一 定 含有 5 之 Ay 是 未 知 函 数 ,z 是 自 变量 . 


ine 的 这 门 课程 是 常 微分 方程 .今后 ,我 们 把 常 微分 方程 
简称 为 “微分 方程 ,有 时 更 简称 为 “方程 ” 
(2) 线性 和 非 线 性 


如 果 方 程 (1.38) 的 左 端 为 y 及 9 ，…,5 立 的 一 次 有 理 束 


式 , 则 称 (1.38) 为 n 阶 线性 微分 方程 .例如 ,方程 (1.34) 是 二 阶 
线性 微分 方程 . ba n 阶 线性 微分 方程 具有 形式 


dy a (rz)d + ta (z+a,(z)y= fla), 


(1.39) 
这 里 ai(z),…,av(z),F(z) 是 z 的 已 知 函 数 . 
不 是 线性 方程 的 方程 称 为 非 线 性 微分 方程 .例如 ,方程 
i p=0 
是 二 阶 非 线性 微分 方程 ,而 方程 (1.35) 是 一 阶 非 线性 微分 方程 . 
(3) 解 和 隐 式 解 
MRR y= g(xz) 代 入 方程 (1.38) 后 ,能 使 它 变 为 恒等式 ， 
则 称 函 数 y = p(z) 为 方程 (1.38) 的 解 .如 果 关 系 式 @(z,y)=0 
决定 的 函数 y= p(z) 是 方程 (1.38) 的 解 ,我 们 称 @(z,y)= 0 为 
方程 (1.38) 的 隐 式 解 , 隐 式 解 也 称 为 “积分 ”. 例 如 ,一 阶 微分 方程 
中 (1.40) 
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有 和 解 y=V1-x 和 y= 一 V 1-x ;而 关系 式 
r+y=1 (1.41) 
就 是 方程 (1.40) 的 隐 式 解 .为 了 简单 起 见 , 以 后 我 们 不 把 解 和 隐 式 
解 加 以 区 别 ,统称 为 方程 的 解 . 
(4) 通 解 和 特 解 
我 们 把 含有 ”个 独立 的 任意 常数 cl ,c,,…,c, 的 解 
y=VDCZzyciycz……cu) 
称 为 n 阶 方程 (1.38) 的 通 解 .关于 解 对 常数 的 独立 性 是 指 ,对 9 
及 其 n 一 1 阶 偏 导数 关于 n 个 常数 cl ,cz,…，,c, 的 雅 可 比 行列 式 
不 为 0( 见 $1.2.2). 同 样 可 以 定义 方程 (1.38) 的 隐 式 通 解 ,相应 
地 隐 式 通 解 也 称 为 “ 通 积 分 ”. 为 了 简单 起 见 ,以 后 我 们 也 不 把 通 解 
和 隐 式 通 解 加 以 区 别 , 通 称 为 方程 的 通 解 .为 了 确定 微分 方程 一 个 
特定 的 解 ,我 们 通常 给 出 这 个 解 所 必需 的 条 件 ,这 就 是 所 谓 的 定 解 
条 件 . 常 见 的 定 解 条 件 是 初 值 条 件 和 边 值 条 件 ( 边 值 条 件 见 附录 
工 ) .所谓 ” 阶 微分 方程 (1.38) 的 初 值 条 件 是 指 如 下 的 ”个 条 件 : 


d d””?! n- 
daa Y yo EE AT E (1.42) 
这 里 20, yos Yo o Y O 是 给 定 的 nti AAR. DE R 
(1.42) 有 时 写 为 
dy( xo) d”! y( za) e 
y(t) = yo, O tes (1.43) 


求 微分 方程 满足 定 解 条 件 的 解 ,就 是 所 谓 定 解 问题 . 当 定 解 条 
件 为 初 值 条 件 时 ,相应 的 定 解 问题 ,就 称 为 初 值 问题 .本 书 主要 讨 
论 初 值 问题 , 边 值 问题 在 附录 I 讨论 . 
我 们 把 满足 初 值 条 件 的 解 称 为 微分 方程 的 特 解 . 初 值 条 件 不 
同 ,对 应 的 特 解 也 不 同 .一 般 来 说 , 特 解 可 以 通过 初 值 条 件 的 限制 ， 
从 通 解 中 确定 任意 常数 而 得 到 .例如 ,在 $1.1 的 例 3 中 ,含有 一 
个 任意 常数 c 的 解 
N= ce” (1.14) 
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就 是 一 阶 方 程 (1.13) 的 通 解 ;而 
N(1)=N,e "o? (1.16) 
就 是 满足 初 值 条 件 
当 上 = 加 时 ， Ni)= No (1.15) 
的 特 解 . 特 解 (1.16) 可 以 在 通 解 (1.14) 中 令 c= Noe "而 得 到 . 
容易 验证 ,二 阶 微分 方程 


dy ,sdy +4y=0 (1.44) 
dz? dx 

的 通 解 为 
y=c,e tce" (1.45) 


这 里 c; ,c, 是 任意 常数 ;满足 初 值 条 件 
y(0) =2, 90) - y 


的 特 解 为 
本 (1.46) 
可 以 在 通 解 (1.45) 中 求 得 c, =3,c,= 一 1 而 得 到 . 
(5) 积分 曲线 和 方向 场 
一 阶 微分 方程 


dy _ 
所) (1.47) 


的 解 y= p(z) 表 示 Ory 平面 上 的 一 条 曲线 , 称 为 微分 方程 的 积 
分 曲线 ,而 通 解 y= p(x,c) 表 示 平 面 上 的 一 族 曲 线 , 特 解 p(zo ) 
= yo 则 为 过 点 (zo ,yo) 的 一 条 积分 曲线 ,积分 曲线 上 过 每 一 点 的 


切线 斜率 9> 为 方程 右 端 /(z,y) 在 该 点 处 的 值 ;反之 ,如 有 一 条 曲 


线 ,其 上 每 一 点 的 切线 斜率 为 f(z,y), 则 此 曲线 为 积分 曲线 . 
可 以 用 F(z,y) 在 Ory 平面 某 区 域 D 上 定义 过 各 点 的 小 线 
段 的 斜率 方向 ,这样 的 区 域 D 称 为 方程 (1.47) 所 定义 的 方向 场 ， 
又 称 向 量 场 .可 以 用 方向 场 定 义 相应 的 微分 方程 (1.47). 
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方向 场 中 方向 相同 的 曲线 F(z,y)=A 称 为 等 倾斜 线 或 等 斜 
线 . 可 以 利用 取 不 同 & 值 的 等 倾斜 线 来 判别 积分 曲线 的 走向 . 

(6) 微分 方程 组 

用 两 个 及 两 个 以 上 的 关系 式 表示 的 微分 方程 称 为 微分 方程 
组 ,如 前 面 例子 中 的 式 (1.22) 一 (1.26),(1.28),(1.29) 等 均 是 微 


分 方程 组 . 
习惯 将 一 般 n 阶 常 微分 方程 写成 为 解 出 最 高 阶 导 数 的 形式 
人 (1.48) 
> e ， dz A E > E.. e 
其 中 A ri der r =op 如 果 把 ZIZ, 9 


xz” ,zx 都 理解 为 未 知 函 数 , 取 变 换 
Yı Zy: 一 e A =z 
Ma 阶 方程 (1.48) 可 以 用 一 阶 方程 组 


dy: _ 
di Ya» 


(n-1) 
, 


dy, -i = 
di Yn > 


dy, 
arg (sy A) 


代替 , 即 可 以 将 高 阶 微分 方程 或 高 阶 微分 方程 组 变换 为 一 般 的 一 
阶 微分 方程 组 


Ae lr), ¿=1,2,:,m 
或 更 简单 的 写成 向 量 形式 
Y= fly), (1.49) 
其 中 
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yı PAS) 

y= (PL, fsy)= a | 
Y» NE 

前 面 提 到 的 线性 和 非 线 性 , 解 和 隐 式 解 , 通 解 和 特 解 以 及 积分 
曲线 和 方向 场 等 概念 同样 适合 微分 方程 组 .例如 ,如果 存 在 回 量 郴 
数 y= gg(i1) 或 y= g(t;c) 代 入 方程 组 (1.49) 后 变 成 恒等式 , 则 称 
它们 为 方程 组 (1.49) 解 ,这 里 ec = (ci,c,,…,c, ) 为 向 量 常数 .一 
般 把 向 量 形式 的 方程 组 同样 称 为 方程 ,不 严格 区 分 方程 和 方程 组 . 

(7) 驻 定 与 非 驻 定 ,动力 系统 

如 果 方 程 组 右 端 不 含 自 变 量 t 


I= f(y), yE DER", (1.50) 


则 称 为 驻 定 (自治 ) 的 , 右 端 含 i 的 微分 方程 组 (1.49) 称 为 非 驻 定 
( 非 自 治 ) 的 . 

对 非 驻 定 微分 方程 组 (1.49), 可 以 引进 新 的 时 间 rt, 方程 组 
(1.49) 可 化 为 


0), 


成 为 n +1 维 空间 (i;y) 驻 定 方 程 . 

驻 定 微分 方程 组 (1.50) 的 过 y 的 解 g(i;y) 可 以 视 z 为 参数 ， 
有 非常 好 的 性 质 :可 看 成 为 DAD 的 单 参数 变换 群 ,也 就 是 :如 记 
DBD,(y)= g(t;y), 令 ,(y) 为 参数 1 的 yED 的 映射 (变换 ), 则 映 
HA D 上 满足 但 同性 D (y)= y AmE D, (y) = 
D, (D, (y))=0,(0, (7)), 满 足 上 述 性 质 的 映射 称 为 动力 系 
统 . 动 力 系统 有 连续 和 离散 两 种 类 型 .因此 驻 定 微分 方程 组 可 称 为 
连续 动力 系统 | | 1 € Ri ,或 称 连续 动力 系统 | |:1 ERI 为 由 常 
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微分 方程 定义 的 动力 系统 .也 可 以 定义 离散 动力 系统 :| @, nE 
Z| ,这 里 Z 为 整数 集 ,例如 由 驻 定 差分 方程 y,,, = f(y ) 或 驻 定 微 
分 方程 组 (1.50) 的 解 D, (y) = p(n;y) 便 构成 离散 动力 系统 . 

(8) 相 空 间 、 奇 点 和 轨 线 

不 含 自 变 量 \ 仅 由 未 知 函 数组 成 的 空间 称 为 相 室 间 .积分 曲线 
在 相 空 间 中 的 投影 称 为 轨 线 .对 驻 定 微分 方程 组 (1.50), 方 程 组 
f(y)=0 的 解 y= y 表示 为 相 空间 中 的 点 , 它 满足 微分 方程 组 , 故 
称 为 平衡 解 ( 驻 定 解 .常数 解 ) ,又 称 为 育 点 (平衡 点 ). 

对 平面 一 阶 驻 定 微分 方程 组 


(1.51) 
de =glx, y), 


其 相 空 间 (zx ,y) 又 称 为 相 平面 . 驻 定 方程 的 积分 曲线 有 特殊 的 性 
质 : 时 间 轴 t 的 平移 不 影响 方向 场 , 即 可 以 在 空间 (z ,y,i) 将 方程 
的 积分 曲线 投影 到 (xz,y) 平 面 上 ,方程 (1.51) 变 为 


-8l2,y) q dz fxsy) 
HE) 或 dy glx,y)” Mina 


其 在 E A A 同样 可 用 
Ory 平面 上 方程 (1.52) 的 方向 场 进行 研究 ,直接 在 相 平面 上 进行 
讨论 . 

可 以 应 用 等 倾斜 线 方法 确定 轨 线 的 方向 ,其 中 相 平面 上 满足 
f(z,y)=0 的 曲线 表示 轨 线 的 x 方向 变化 为 0, 称 为 垂直 等 倾斜 
线 , 过 曲线 的 点 的 轨 线 的 切线 垂直 于 z 坐标 轴 ; 而 g(x,y)=0 的 
曲线 称 为 水 平等 倾斜 线 ,过 曲线 上 的 点 的 轨 线 的 切线 平行 于 r 坐 
标 铀 .垂直 等 倾斜 线 与 水 平等 倾斜 线 的 交点 (zo,yo ) 为 奇 点 ,方程 
有 解 z(t)= zxo,y(t)= yo. 可 以 通过 垂直 等 倾斜 线 与 水 平等 倾斜 
线 在 相 平面 上 划分 的 区 域 判 断 轨 线 的 走向 ,这 在 第 六 章 中 将 有 较 
详细 的 讨论 . 
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"1.2.2 雅 可 比 矩 阵 与 函数 相关 性 


本 书 将 多 次 涉及 函数 方程 或 方程 组 求解 、 参 数 或 函数 独立 与 
相关 等 问题 ,有 些 在 数学 分 析 初 等 教材 中 较 少 提 及 ,这 里 补充 列 出 
有 关 和 定义 与 结论 ,供需 要 时 查阅 . 

(1) 雅 可 比 矩 阵 

对 n 个 变 元 的 mx AP 

y= f(x, TT, A i=1,2,.…,m, 


定义 雅 可 比 和 矩阵 为 
dy, dy 
dx, dx 
D(yis Ys sa) _ . 
Dl a a 
I Ym 9 Ym 
dx, dx, 


当 n= m Hf, ERTER] He 4E PE XI ITIR AAA, A 


ILY Yz" Ya) 
9 istir h ' 


对 一 个 方程 F(z,z ,zy)=0, 如 果 在 满足 方程 的 点 的 
邻 域内 ,其 5 存在、 连续 且 不 为 零 , 则 存在 过 该 点 的 有 一 阶 连续 偏 
导数 的 解 y=yl(x, s > pp 


dy 下 (Zi，72，…，Tnyy) | 7 
IX, ¡AEREA E ; i 
对 ntm 个 变 元 的 m 个 方程 F(x， ss sy1 Im )=0Ci 


=1,2,…,m), 如 果 在 满足 方程 的 点 的 邻 域内 ,其 雅 可 比 行列 式 
g Frs aane i 
(CF,F，…,F, ) 存 在 、 连 续 且 不 为 零 , 则 存在 过 该 点 的 有 一 阶 连 


9(y1 yz，…yn 
续 偏 导数 的 解 y, = y, (21,202, ,XT,)(i=1,2,…,m), 且 


"os, 
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人 


da” (yi> IF Por » Ym ,tsk=1,2,..…,m 
oC 

(2) 函数 相关 性 

RRR y; = 六 (zz…z)(i=1,2,…,M) 及 其 一 阶 偏 导 
数 在 某 开 集 DCR" 上 连续 ,如 果 在 D 内 fi,f,,…,f 中 的 一 个 函 
数 能 表 成 其 余 函 数 的 函数 , 则 称 它 们 在 D 内 函数 相关 ;如 果 它 们 
E D 内 的 任何 点 的 邻 域内 和 皆 非 消 数 相关 , 则 称 它们 在 D 内 函数 
无 关 ,或 称 它 们 彼此 独立 . 


RET EME p E e) tE D 内 的 任何 点 上 的 各 


FT 
首 小 于 mm, 则 af RAAK MARA m, W A, fa, 
f 函数 无 关 , 彼 此 独立 . 当 n= m 时 ,可 用 雅 可 比 行列 式 是 否 为 零 
代替 求 雅 可 比 和 矩阵 的 秩 是 否 等 于 m , 雅 可 比 行 列 式 不 为 零 时 函数 
彼此 独立 . 
对 n 阶 和 党 微分 方程 组 (1.38) 的 通 解 y= Citn + 0, 
因 积分 常数 ci, c, e, c, 是 由 初 值 条 件 p(z) = yw ，…， 
p? (xo) = yo 确定 ,因此 ,如 在 其 存在 邻 域内 雅 可 比 行列 式 有 


prp ap ns 个 积分 常数 是 独立 的 


LC, Cs 
"1.2.3 常 微分 方程 的 发 展 历史 


常 微分 方程 在 微 积分 概念 出 现 后 即 已 出 现 ,对 常 微分 方程 的 
研究 可 分 为 几 个 阶段 ". 
发 展 初 期 是 对 具体 的 常 微分 方程 希望 能 用 初等 函数 或 超越 函 
数 表示 其 解 ,属于 “ 求 通 解 " 时 代 . 莱 布 尼 茨 (Leibniz) 曾 专门 研究 利 
用 变量 变换 解决 一 阶 微分 方程 的 求解 问题 ,而 欧 拉 (Euler) 则 试图 
用 积分 因子 统一 处 理 , 伯 努 利 (Bernoulli) 里 卡 蒂 (Riccati) 微 分 方 
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程 就 是 在 研究 初等 积分 时 提出 后 人 以 他 们 的 名 字 命 名 的 方程 . 

早期 的 常 微分 方程 的 求解 热潮 被 刘 维 尔 (Liouville) 于 1841 年 
证 明 里 卡带 方程 不 存在 一 般 的 初等 解 而 中 断 .加 上 柯 西 (Cauchy) 
初 值 问题 的 提出 , 常 微分 方程 从 “ 求 通 解 "转向 “ 求 定 解 * 时 代 . 

首先 是 对 常 微分 方程 定 解 问题 包括 初 值 和 边 值 问 题 的 解 的 存 
在 性 、 唯 一 性 等 解 的 性 质 的 研究 . 

其 次 ,针对 线性 微分 方程 ,特别 是 二 阶 线性 微分 方程 ,通过 专 
门 定 义 一 些 特殊 函数 以 求解 特殊 方程 ,如 贝 塞 尔 (Bessel) 郴 数 、 勒 
让 德 (Legendre) 多 项 式 等 ,这 促成 了 微分 方程 与 ( 复 变 ) 郴 数论 结 
合 产生 微分 方程 解析 理论 . 

同时 ,由 于 天 文 计 算 的 需要 促进 了 常 微分 方程 摄 动 理论 以 及 
小 参数 、 寡 级 数 等 近似 方法 的 研究 . 

19 世纪 末 ,天 体力 学 中 的 太阳 系 稳 定性 问题 需 研 究 常 微分 方 
程 解 的 大 范围 性 态 , 从 而 使 常 微分 方程 的 研究 从 “ 求 定 解 问题 " 转 
向 “ 求 所 有 解 ” 的 新 时 代 . | 

首先 , 庞 加 莱 (Poincare) 创 立 了 定性 理论 和 方法 研究 常 微分 方 
程 解 的 大 范围 性 态 .由 于 希 尔 伯 特 (Hilbert) 提 出 20 世纪 23 4% 
学 问题 中 关于 极限 环 个 数 的 第 16 问题 ,大 大 促进 了 定性 理论 的 发 
展 . | 

另 一 方面 李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 提 出 的 运动 稳定 性 理论 ,用 
于 解决 方程 解 的 初 值 扰动 不 影响 原 方程 解 的 趋向 问题 ,在 天 文 、 物 
理 及 工程 技术 中 得 到 广泛 应 用 ,先后 在 前 苏联 美国 受到 极 大 重 
视 . 

同时 , 伯 克 霍 夫 (Birkhoff) 在 20 世纪 初 在 动力 系统 方面 开辟 
了 一 个 新 领域 ,由 于 拓扑 方法 的 渗入 ,20 世纪 50 年 代 后 经 阿诺德 
(Arnold) .斯 梅 尔 (Smale) 等 大 数学 家 的 参与 而 得 到 鞍 勃 发 展 . 

除 定性 、 稳 定性 和 动力 系统 理论 外 ,还 有 非 线 性 振动 理论 E 
动 与 奇异 摄 动 理论 及 变换 群 理论 在 20 世纪 也 得 到 迅速 发 展 . 

20 世纪 六 七 十 年 代 以 后 , 常 微分 方程 由 于 计算 机 技术 的 发 展 
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迎 来 了 新 的 时 期 ,从 * 求 所 有 解 " 转 人 * 求 特殊 解 " 时 代 ,发 现 了 有 具有 
新 性 质 的 特殊 的 解 和 方程 ,如 混沌 ( 解 )\ 奇异 吸引 子 及 孤立 子 等 . 
科技 和 数学 界 的 重大 发 现 是 混沌 、 孤 立 子 和 分 形 , 其 中 混沌 、 孤 立 
子 直 接 与 微分 方程 有 关 . 洛 伦 茨 在 20 世纪 60 年 代 发 现 了 称 为 
Lorenz 方程 的 常 微分 方程 ,初始 敏感 的 特性 导致 了 混沌 现象 的 发 
现 引 起 了 科学 界 的 巨大 震动 ,斯 梅 尔 称 之 为 "利用 牛顿 的 定律 推翻 
了 牛顿 决定 论 ””. 孤立 子 本 是 物理 上 有 重要 意义 的 偏 微分 方程 的 
新 类 型 解 , 但 它们 往往 对 应 于 可 积 的 哈密 顿 系统 的 常 微分 方程 ,从 
而 引发 了 对 停顿 百年 的 常 微 分 方程 可 积 性 的 研究 热潮 . 

常 微分 方程 的 研究 还 与 其 他 学 科 或 领域 的 结合 而 出 现 各 种 新 
的 研究 分 支 , 如 控制 论 、 种 群生 态 学 、 分 支 理论 \ 泛 函 微 分 方程 、 脉 
冲 微 分 方程 .广义 微分 方程 .时 标 微分 方程 等 . 

“300 年 来 分 析 是 数学 里 首要 的 分 支 ,而 微分 方程 又 是 分 析 的 
心脏 .这 是 初等 微 积 分 的 天 然后 继 课 ,又 是 为 了 解 物理 科学 的 一 门 
最 重要 的 数学 ,而且 在 它 所 产生 的 较 深 的 问题 中 , 它 又 是 高 等 分 析 
里 大 部 分 思想 和 理论 的 根源 .” 塞 蒙 斯 曾 如 此 评价 微分 方程 在 数学 
中 的 地 位 ”. 

常 微分 方程 属于 数学 分 析 的 一 支 ,是 数学 中 与 应 用 密切 相关 
的 基础 学 科 , 其 自身 也 在 不 断 发 展 中 ,学 好 常 微分 方程 基本 理论 与 
方法 对 进一步 学 习 人 研究 数学 理论 和 实际 应 用 均 非 常 重 要 . 
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1. 指出 下 面 微分 方程 的 阶 数 ,并 回答 方程 是 否 线性 的 : 
(1) Y =4x* 一 yi 
Py [dy e 
(2) 7% (32) + 12xy=0; 
(3) (2) tz 2 -3y=0; 
d y dy a 
(4) O ri sin xi 
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(5) Y + cos y+2x=0; 
(6) sin( 9 ) +e =x. 
2. 试验 证 下 面 函 数 均 为 方程 4 + wzy=0 的 解 ,这 里 >0 是 常数 


(1) y= cos wz; 

(2) y= cicos wx 《ci 是 任意 常数 ); 

(3) y= sin œT; 

(4) y= csin wz (c; 是 任意 常数 ); 

(5) y= cicos wx + csin wr (ci, EIER M); 
(6) y= Asin(wx +B) (A,B 是 任意 常数 ). 

3. 验证 下 列 各 中 数 是 相应 微分 方程 的 解 : 


sinr ， 
(1) i + y=cos 1; 


(2) y=2+cV1-a3?*,(1-2)y +xy=2x (c 是 任意 常数 ); 
(3) y=ce',y -Íy +y=0 (c 是 任意 常数 ); 
(4) y=er ye 7 +y? -2ye =1- e"; 
(5) y=sin x,y +y —2ysin x + sin x- cos q = 0; 
(6) y= -Lzy say try+ls 
(7) y=x°+t1,y =y (23 +1)y+2x; 

_ glad) ._flxda glr) 
e e 
4. 给 定 一 阶 微分 方程 入 =2z， 
(1) 求 出 它 的 通 解 ; 
(2) 求 通 过 点 (1,4) 的 特 解 ; 
(3) 求 出 与 直线 y=2r+3 相 切 的 解 ，; 
(4) 求 出 满足 条 件 f vdr=2 的 解 


(5) 绘 出 (2),(3),(4) 中 的 解 的 图 形 . 
5. 求 下 列 两 个 微分 方程 的 公共 解 : 
y =y t2r-r',y =2x+2* + x* 一 yy 一 六. 


«CELO 


6. 求 微 分 方程 y + zy ->=0 的 直线 积分 曲线 . 

7. 微分 方程 4z y” -y = zy ,证 明 其 积分 曲线 关于 坐标 原点 (0,0) 成 
中 心 对 称 的 曲线 ,也 是 此 微分 方程 的 积分 曲线 . 

8. 试 建立 分 别 具 有 下 列 性 质 的 曲线 所 满足 的 微分 方程 ; 

(1) 曲线 上 任 一 点 的 切线 与 该 点 的 径 向 夹 角 为 零 ; 

(2) 曲线 上 任 一 点 的 切线 介 于 两 坐标 轴 之 间 的 部 分 等 于 定 长 L; 

(3) 曲线 上 任 一 点 的 切线 与 两 坐标 轴 所 围 成 的 三 角形 的 面积 都 等 于 常 
Ma; 

(4) 曲线 上 任 一 点 的 切线 介 于 两 坐标 轴 间 的 部 分 被 切 点 等 分 ; 

(5) 曲线 上 任 一 点 的 切线 的 纵 截 距 等 于 切 点 横 坐 标的 平方 ; 

(6) 曲线 上 任 一 点 的 切线 的 纵 截 距 是 切 点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标的 等 差 中 


(7) 曲线 上 任 一 点 的 切线 的 斜率 与 切 点 的 横 坐 标 成 正比 . 
(提示 :过 点 (xz,y) 的 切线 的 横 截 距 和 纵 截 距 分 别 为 x 一 Ay- zy.) 
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本 章 介绍 了 三 个 方面 的 内 容 :自然 及 社会 科学 中 的 常 微分 方 
程 模型 、 常 微分 方程 基本 概念 和 常 微分 方程 的 发 展 历史 . 

数学 反映 了 客观 现实 世界 中 量 与 量 之 间 的 关系 ,特别 是 反映 
变量 、 函 数 及 其 导数 关系 的 常 微分 方程 ,在 各 类 学 科 中 均 有 广泛 的 
应 用 .本 章 只 介绍 了 与 后 面 内 容 相关 的 一 些 模型 ,只 需 粗 略 了 解 即 
可 ,需要 时 再 回头 学 习 .特别 是 例 7 和 例 8 的 化 学 和 力学 系统 模 
型 ,专业 性 较 强 . 

基本 概念 介绍 了 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 线性 和 非 线性 、 解 
和 隐 式 解 通 解 和 特 解 、 方 程 和 方程 组 、 驻 定 和 非 驻 定 、 动 力 系统 ， 
以 及 积分 曲线 和 轨 线 、 方 向 场 、 等 倾斜 线 等 概念 ,使 读者 对 常 微分 
方程 有 一 个 基本 的 概念 ,也 为 本 书 以 后 的 学 习 内 容 打下 了 基础 , 因 
此 要 深刻 理解 . 
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除 常 微分 方程 基本 概念 外 ,还 列 出 雅 可 比 和 矩阵 和 函数 相关 性 
的 定义 和 应 用 ,供需 要 时 查阅 . 

关于 常 微分 方程 的 发 展 历 史 及 其 在 数学 中 的 地 位 仅 做 了 简单 
介绍 ,使 读者 了 解 其 全 魏 和 发 展 过 程 , 也 为 后 面 的 内 容 提供 参考 . 

本 书 仅 是 常 微分 方程 的 基础 课程 ,对 常 微分 方程 的 近代 理论 
只 作 初 步 介 绍 , 若 需 深入 学 习 , 可 参阅 书 末 参考 文献 中 的 专 
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一 阶 微分 方程 的 初等 解法 


本 章 介绍 一 阶 微分 方程 的 初等 解法 , 即 把 微分 方程 的 求解 问 
题 化 为 积分 问题 ,其 解 的 表达 式 由 初等 函数 或 超越 函数 表示 .如 同 
五 次 或 高 于 五 次 的 代数 方程 不 能 用 四 则 运算 求解 一 样 ,对 于 一 般 
的 一 阶 常 微分 方程 也 没有 通用 的 初等 解法 .本 章 仅 介 绍 若 干 能 有 
初等 解法 的 方程 类 型 及 其 求解 的 一 般 方法 ,这 是 党 微分 方程 发 展 
初期 数学 家 的 辛勤 成 果 . 这 类 初等 解法 ,既是 常 微分 方程 理论 中 很 
有 自身 特色 的 部 分 ,也 与 实际 问题 密切 相关 ,值得 我 们 好 好 学 习 、 
体会 . 


$2.1 变量 分 离 方 程 与 变量 变换 


2.1.1 变量 分 离 方 程 
形 如 
Z= f(x) p(y) (2.1) 
的 方程 , 称 为 变量 分 离 方 程 , 这 里 F(z),p(y) 分 别 是 zx,y 的 连续 


Es 
MÈ P(y) 拓 0 ,我 们 可 将 (2.1) 改 写成 


y= f(z)dz, 


*. 30 + 


这 样 ,变量 就 “分 离 ” 开 来 了 .两 边 积分 ,得 到 
a dy - = | f(r)dr+e, (2-2) 


这 里 我 们 把 积分 常数 c PEN | f(z)dz 分 别 


BEH y ,7(z) 的 原 函 数 ， 常数 < 的 取 值 必须 保证 (2.2) 有 意 


义 ,如 无 特别 声明 ,以 后 也 作 这 样 理解 . 

把 (2.2) 理 解 为 yz, 的 隐 函 数 关 系 式 B(y,zx,c)=0 或 y 
Ba, 图 数 关 系 式 y= y(x,c), 微 分 (2.2) 两 边 , 知 对 任意 常数 c, 
由 (2.2) 所 确定 的 函数 关系 式 y= y(xz,c) 满 足 (2.1), 因 而 (2.2) 
是 (2.1) 的 通 解 . 

因 (2.2) 式 不 适合 pg(y) =0 情形 .但 如 果 存 在 mw 使 p(yo)= 
0, 则 直接 验证 知 y= yo 也 是 (2.1) 的 解 .因此 ,还 必须 寻求 p(y)= 
0 的 解 yo , 当 y= yo 不 包括 在 方程 的 通 解 (2.2) 中 时 ,必须 补 上 特 
解 y= yo. 


例 1 求解 方程 = = 
R ”将 变量 分 离 ,得 到 
ydy= ~ zdz, 
两 边 积 分 , 即 得 
yo B zr? c 
2 a 


因而 , 通 解 为 
xz’ + y =C, 
这 里 c 是 任意 正常 数 .或 者 解 出 y, EE T ARE A M 
y=+Vc-z. 
例 2 求解 $1.1 中 的 方程 


dy _y(-c+dz) ~= 
dr ala by Z020. (1.33) 
. 31 . 


解 ” 方程 可 变量 分 离 为 
(£-a)dr= ( -2+ b)dy, 


积分 得 
cInlx|-dx=-—alnly|+by+k, 
这 里 为 任意 常数 ,上 式 可 化 为 
teye” tk, 
其 中 =e*. 因 方程 还 有 特 解 y=0. 并 考虑 到 条 件 1>0,y>0,F 
是 方程 的 通 解 为 | 
te Te tsh, 
这 里 & 之 0 为 任意 常数 . 
如 果 考 虑 方程 的 满足 初 值 条 件 的 解 ,可 将 初 值 条 件 上 =0 时， 
x(0)= zo,y(0)= yo ,代入 得 
k=xp“e "y e”, 


即 解 为 


-dr ea -by - - de 
axe ye ty e "zx e, 


[三 | @ Hz" xp) (2) ey"? =1. 
To Yo 


例 3 求解 人 口 增长 的 logistic 模型 


dN (1-72), N(1,)=N,, N()>0. 


解 同样 可 以 应 用 变量 分 离 方 法 并 对 分 式 分 解 化 为 
_ NaN AN dN 
rd =N -NIN N N, 全 
两 边 积 分 之 ,得 
rt+c=ln N-In(N, 一)， 


其 中 < 为 任意 常数 .化 简 之 
p nte = Ny =f 
N , 


或 写成 
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解 得 
== Ns 
l+ce ” 


其 中 c =e ,将 初 值 条 件 上 = 如 时 ,N= N, ,代入 得 


p 


= ri 


o = Nm 

ce NG 
Ni 

-1 


514 求 方程 
d? = P(z)y (2.3) 
的 通 解 ,其 中 P(z) 是 z 的 连续 函数 . 
RE ”将 变量 分 离 ,得 到 
9Y = P(xddz. 
y 


两 边 积 分 , 即 得 
In| y| = | P(z)dz+z， 
这 里 < 是 任意 常数 .由 对 数 定 义 , 即 有 
| y| 二 el Prarte f 
Bp 
peii Anas l 
te =c, 得 到 
yrs cef Pdz | (2.4) 
此 外 ,y=0 显然 也 是 (2.3) 的 解 .如 果 在 (2.4) 中 人 允许 c = 0， 
则 y=0 也 就 包括 在 (2.4) 中 ,因而 ,(2.3) 的 通 解 为 (2.4), 其 中 
是 任意 常数 . 
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2.1.2 可 化 为 变量 分 离 方 程 的 类 型 


这 里 只 介绍 两 种 简单 的 情形 . 
(1) 形 如 

O dE, 

P=e(2) (2.5) 


的 方程 , 称 为 齐 次 微分 方程 ,这 里 glu) u 的 连续 函数 . 
作 变 量变 换 


yan (2.6) 
即 y= ur, FA 
Da +. (2.7) 
将 (2.6),(2.7) 代 入 (2.5), 则 原 方程 变 为 
x Ea u=glu), 
整理 后 ,得 到 
(2.8) 


方程 (2.8) 是 一 个 变量 分 离 方程 .可 按 2.1.1 的 方法 求解 , 然 
后 代 回 原来 的 变量 , 便 得 (2.5) 的 解 . 


例 5 RIEL 4 tan Y. 
T T T 


解 ” 这 是 齐 次 微分 方程 ,以 = RW RA 
Ga dx dx 
原 方程 变 为 


PA us 
dx 
Bp 
du _ tan u 
pr (2.9) 
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将 上 式 分 离 变 量 , 即 有 


dz 
cot u du = —, 
x 


两 边 积分 ,得 到 
In|sin ul =Inlx|+€, 
这 里 < 是 任意 常数 .整理 后 ,得 到 
sinu=te-x, 
bite =c ,得 到 
sin u = cx. (2.10) 
此 外 ,方程 (2.9) 还 有 解 
tan u=0, 
Ep sin u=0. 
如 果 在 (2.10) 中 允许 c=0, 则 sin u =0 也 就 包括 在 (2.10) 中 ,这 
就 是 说 ,方程 (2.9) 的 通 解 为 (2.10). 
代 回 原来 的 变量 ,得 到 原 方程 的 通 解 为 
E A 


sin = = cx. 
T 


例 6 求解 方程 + 入 +2 Vzy=y (zx<0). 
解 ” 将 方程 改写 为 


Y=2 2+2 (x<0), 
XT e XT 


这 是 齐 次 微分 方程 .以 之 =v R= r É+ u RA MUA 
为 


z tsu. (2.11) 
分 离 变 量 ,得 到 
du _du 
2u E 
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两 边 积 分 ,得 到 (2.11) 的 通 解 
Vu=ln(— xz)+c. 
即 当 lIn(~zx)+c>0 时 ， 
u= [ln(~xz)+c], 
这 里 c 是 任意 常数 .此 外 ,方程 (2.11) 还 有 解 
u=0, 
注意 ,此 解 并 不 包括 在 通 解 (2.12) 中 . 
代 回 原来 的 变量 , 即 得 原 方程 的 通 解 为 
y=alln(- x)+c)*,Inl-x)+c>0 
及 y=0. 
顺便 指出 ,我 们 也 可 将 原 方程 的 通 解 表示 为 
In(— x)+c>0, 
” lo, 
TEXT r 轴 的 整个 负 半 轴 上 . 
(2) 形 如 


dy aiZzr+piy+ci 
dz aaT+b,ytce, 


(2,12) 


(2.13) 


的 方程 也 可 经 变量 变换 化 为 变量 分 离 方程 ,这 里 a,,a,,b,,b,, 


c1,C2 均 为 常数 . 
我 们 分 三 种 情形 来 讨论 : 


D 4 和-=2 -28( 常 数 ) 情 形 ， 


az b, Ca 


这 时 方程 化 为 
dy _ 
ql 
A 15 e 
y=kzrtc, 
其 中 c 为 任意 常数 . 
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O AE. 
a) b, Ca 


4 u =a,x tby, 这 时 有 


du dy ku + cl 
dr tg tb 
ee ii 
o - Da -情形 . 


ep ciycz 不 全 为 零 ,方程 右 端 分 子 、 分 母 都 是 
zy 的 一 次 多 项 式 , 因 此 
aji+tbjy+c,=0, 
o 
代表 Ory 平面 上 两 条 相交 的 直线 , 设 交点 为 (a,B). 若 令 
X=x-au, 
tt 


(2.14) 


(2.15) 


则 (2.14) 化 为 
a X+b,Y=0, 
eiii 
从 而 (2.13) 变 为 
dY i+ bY Y 
a arry elr) 
因此 ,求解 上 述 变 量 分 离 方 程 ,最 后 代 回 原 变 量 即 可 得 原 方程 
(2.13) 的 解 . 
如 果 方 程 (2.13) 中 c = c,=0, 可 不 必 求 解 (2.14), 直 接 取 变 


换 u =V BIT. 
x 


上 述 解 题 的 方法 和 步骤 也 适用 于 比方 程 (2.13) 更 一 般 的 方程 
类 型 


(2.16) 


dy _ (A) 
art tbiyte,) 
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此 外 ,诸如 


S2 = flar + by+e), 


yf(xy)dxz + zg(xy)dy=0, 


z= f(xy), 
2-d3) 
以 及 

M(x,y)Mudzx + ydy) + Níx,y)Mxdy- ydr)=0 
(其 中 M,N 为 xz,y 的 齐 次 函数 ,次 数 可 以 不 相同 ) 等 一 些 方程 类 
型 , 均 可 通过 适当 的 变量 变换 化 为 变量 分 离 方 程 .读者 不 妨 作为 练 
习 把 相应 的 变换 找 出 来 . 


例 7 求解 方程 
了 
Pan (2.17) 
E 解 方程 组 
ax y+1=0, 
ax+y-3=0, 
得 x=1,y=2. 令 
X=X+1, 
y= Y+2, 
代入 方程 (2.17), 则 有 
=p (2.18) 
E TER 
dX_ _ 1+u d 
X  1-2u-—u' by 


两 边 积 分 ,得 
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ln X? = —Inlué+2u-1|+é, 
因此 
X?’ (u? +t2u-1)=te, 
Wte =cl, 并 代 回 原 变量 ,得 
Y IXY = e 
(y-2 +2(x-1)(y-2)-(2-1)"=c,. 
此 外 ,容易 验证 
u +2u—1=0, 
即 
Y" +2XY-Xx*=0 
也 是 方程 (2.18) 的 解 . 因 此 方程 (2.17) 的 通 解 为 
六 +2zy 一 一 67y 一 2 过 =c， 


其 中 c 为 任意 常数 . 
2.1.3 应 用 举例 


例 8 电容 器 的 充电 和 放电 . 

如 图 (2.1) 所 示 的 RC 电路 ,开始 时 电容 C 上 没有 电荷 ,电容 
两 端的 电压 为 零 .我 们 把 开关 S 合 
上 “1” 后 ,电池 EE 就 对 电容 C 充 
电 , 电 容 C 两 端的 电压 uc 逐渐 升 
高 .经 过 相当 时 间 后 ,电容 充电 完 do, 
毕 ,我 们 再 把 开关 S 合 上 “2”, 这 时 IAs 
电容 就 开始 了 放电 过 程 .现在 要 求 Cg 
找 出 充 、 放 电 过 程 中 ,电容 C 两 端 
的 电压 uc 随时 间 : 的 变化 规律 . 

解 ” 对 于 充电 过 程 ,由 闭合 回路 的 基 尔 霍 夫 第 二 定律 ,有 

uc t RISE, (2.19) 

对 电容 C 充电 时 ,电容 上 的 电量 Q 逐渐 增多 ,根据 Q = Cuc 得 到 


uc 


图 (2.1) 


- 了 


_dQ_d 2 duc 
i ra a E T (2.20) 
将 (2.20) 代 和 (2.19) ,得 到 uc 满足 的 微分 方程 
du 
RC + uc 一 =E, (2.21) 


这 里 R,C,E 都 是 常数 .方程 (2.21) 属 于 变量 分 离 方 程 .将 (2.21) 
分 离 变 量 ,得 到 


duc _ de 
uc" E RC” 
两 边 积分 ,得 到 
Inluc -El= -grtta, 
即 


uç — E= teie R'=c e WR", 
这 里 c, = e 为 任意 常数 . 
将 初 值 条 件 :=0 时 ,uc =0 代入 ,得 到 
co=-E, 
所 以 
uc=E(1-e Y"). (2.22) 
这 就 是 RC 电路 充电 过 程 中 电容 C 两 端的 电压 的 变化 规律 .由 
(2.22) 知 道 , 电 压 xc 从 零 开 始 逐 渐 增 大 , 且 当 :一 + oo 时 ,xr 一 
EE, 见 图 (2.2). 在 电工 学 中 ,通常 称 
r= RC 为 时 间 常 数 , 当 上 =3r 时 ， 
c=0.95E ,就 是 说 ,经 过 37 的 时 
HE ,电容 C 上 的 电压 已 达到 外 加 
电压 的 95% .实用 上 ,通常 认为 这 时 
电容 C 的 充电 过 程 已 基本 结束 . 易 
见 充电 结果 uc =E. 图 (2.2) 
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对 于 放电 过 程 的 讨论 ,可 以 类 似 地 进行 , 留 给 读者 自己 去 
完成 . 
例 9 探照灯 反射 镜面 的 形状 . 

在 制造 探照灯 的 反射 镜面 时 ,总 是 要 求 将 点 光源 射出 的 光线 
平行 地 反射 出 去 ,以 保证 探照灯 有 良好 的 方向 性 , 试 求 反射 镜面 的 
几何 形状 . 
解 ” 取 光源 所 在 处 为 坐标 原点 ,而 x 轴 平 行 于 光 的 反射 方 
向 ,如 图 (2.3). 设 所 求 曲 面 由 曲线 
y= fix), 
z=0 
绕 c 轴 旋 转 而 成 , 则 求 反 射 镜面 的 
问题 归结 为 求 Ory 平面 上 的 曲线 y 
= ARMA. 

过 曲线 y = f(z) 上 任 一 点 
M(xz,y) 作 切线 NT, 则 由 光 的 反 
射 定 律 : 人 射 角 等 于 反射 角 ,容易 推 
知 


(2:23) 


图 (2.3) 


QI 一 Q2， 


从 而 
注意 到 
RMOP=x,MP=y,0M=V 23 + y ,就 得 到 函数 y= fl) 


满足 的 微分 方程 式 
dy y (2.24) 


这 是 齐 次 微分 方程 .由 2.1.2 知 引入 新 变量 u= 过 可 将 它 化 为 变 
。 4] - 


量 分 离 方程 ,再 经 直接 积分 即 可 求 得 方程 的 解 . 这 个 求解 过 程 留 给 
读者 自己 去 完成 . 


在 此 ,我 们 顺便 指出 , 齐 次 微分 方程 也 可 通过 变换 v= 了 而 化 


为 变量 分 离 方程 .以 方程 (2.24) 为 例 ,由 == yo Pty E 


代入 (2.24) 得 到 
vty E = v + sgn yy 1+w, 
T 


dy dv 
一 三 (2.25 
A l 


积分 (2.25) 并 代 回 原来 变量 ,经 化 简 整 理 , 最 后 得 
多 =c(c+2z)， (2.26) 
其 中 c 为 任意 正常 数 . 
(2.26) 就 是 所 求 的 平面 曲线 , 它 是 抛物 线 ,因此 ,反射 镜面 的 
形状 为 旋转 抛物 面 
y +z =c(c+27). (2:07) 


ECH 


习题 2.1 


ce 


1. 求 下 列 方程 的 解 : 
O) 入 =2xy, 并 求 满足 初 值 条 件 =0, y =1 的 特 解 ; 
(2) ydz+(z+1l)dy=0, 并 求 满足 初 值 条 件 x =0,y=1 的 特 解 ; 


(4) (1+z)ydz+(1-y)zdy=0i 


(6) r 2 y+ y xz’ -y =0; 
(7) tan y dr — cot x dy=0; 
aj 


(9) x(In x — In y)dy- ydr =0; 


dy _ .-, 
(10) 去 = 


2. 作 适 当 的 变量 变换 求解 下 列 方程 : 


(1) Y= (24y); 


dy _ 2x0 +3xry +z 
A E 
dr 3r y+2y =y 


O 3 ES zy u 可 化 为 变量 分 离 方程 ,并 由 此 
求解 下 列 方程 
(1) y(1+ x° y°)dr = dy; 


ib rr 
y dz LTS 


4. 已 知 fæ) fi f(t)dt = 1240) ¡ER f(z) 的 一 般 表 达 式 . 
5. 求 具有 性 质 


ALEJA Lts) 


a Mid pe I FY 


的 函数 r(t), BA zx (OFE. 
6. 求 一 曲线 ,使 它 的 切线 介 于 坐标 轴 间 的 部 分 被 切 点 分 成 相等 的 两 段 . 
7. 在 图 (2.1) 所 示 的 RC 电路 中 , 设 E=10V,R=100 0,C=0.01 FF， 
而 开始 时 电容 C 上 没有 电荷 . 问 : 
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(1) 当 开 关 K 合 上 “1” 后 ,经 过 多 长 时 间 电 容 C 上 的 电压 xc = 
5 V? s 
(2) 当 开 关 K 合 上 “1" 后 ,经 过 相当 长 的 时 间 ( 如 1 分钟 后 ) 开 关 
K 从 “1" 突 然 转 至 “2”, 试 求 uc 的 变化 规律 ,并 问 经 过 多 长 时 间 xc = 
5V? 

8. 求 出 习题 1.2 第 8 题 (1) 所 确定 的 曲线 ,其 中 a= 地. 


9. 证 明 满 足 习 题 1.2 第 8 题 (7) 所 给 条 件 的 曲线 是 抛物 线 族 . 


$2.2 线性 微分 方程 与 常数 变易 法 


一 阶 线性 微分 方程 


S2 =P(z)y+ Qlaz), (2.28) 


其 中 P(x),Q(z) 在 考虑 的 区 间 上 是 x 的 连续 函数 . 若 
Q(Cz)=0,(2.28) 变 为 


dy _ 
(2.3) 称 为 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 . 若 Q(z) 天 0,(2.28) 称 为 一 阶 


非 齐 次 线性 微分 方程 . 
(2.3) 是 变量 分 离 方 程 ,我 们 已 经 在 $2.1 例 4 中 求 得 它 的 通 
解 为 
yac Paz E (2.4) 
这 里 c 是 任意 常数 . 
现在 讨论 非 齐 次 线性 微分 方程 (2.28) 通 解 的 求法 . 
不 难看 出 ,(2.3) 是 (2.28) 的 特殊 情形 ,可 以 设想 :在 (2.4) 中 ， 
将 常数 c 变易 为 x 的 待定 函数 c(z). 令 
A ， (2.29) 
微分 之 ,得 到 
. 44 . 


dy _ dc(x) ej Pinar +c(z)P(z) y Sena : (2.30) 
dr dzr 


以 (2.29),(2.30) 代 入 (2.28) ,得 到 
dc( 工 ) Amas Las Po) el Poaz 
dx 


=Plx)jc(x) el ena Oi; 


即 
de(z) - QU) efo, 
积分 后 得 到 
c(z)= | Qla) elo arte, 
这 里 < 是 任意 常数 .将 上 式 代 人 人 (2.29) ,得 到 方程 (2.28) 的 通 
解 


人 dx 


sl face] da EEN (2.31) 


这 种 将 常数 变易 为 待定 函数 的 方法 ,我 们 通常 称 为 常数 变易 
法 .常数 变易 法 实际 上 也 是 一 种 变量 变换 的 方法 ,通过 变换 (2.29) 
可 将 方程 (2.28) 化 为 变量 分 离 方 程 . 

若 方 程 不 能 化 为 (2.28) 形 式 , 可 以 将 zx 看 作 是 y 的 函数 ,再 
看 是 否 为 (2.28) 形 式 . 


例 1 求 方程 (z+1) 匀 一 ny=e (z+1)"! 的 通 解 ,这 里 及 


为 常数 . 
解 ” 将 方程 改写 为 


YR yer(r+1)", (2.32) 


首先 , 求 齐 次 线性 微分 方程 


的 通 解 ,从 
AIN 


d n 


3 ia l 
得 到 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 
y=cl(x +1)”. 
其 次 应 用 常数 变易 法 求 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 .为 此 ,在 
上 式 中 把 c 看 成 为 x 的 待定 函数 c(z ) , 即 


ysel zti)"; (2.33) 
微分 之 ,得 到 
Ce (xz FU talat elar): (2.34) 
以 (2.33) 及 (2.34) 代 入 (2.32) ,得 到 
dc(Zz) _ 
dz : 
积分 之 , 求 得 


clx)j=e"+¿é. 
因此 ,以 所 求 的 c(z) 代 入 (2.33) , 即 得 原 方 程 的 通 解 
y=(z+1)"(e" +), 
这 里 < 是 任意 常数 . 


例 求 方程 2 ER 
解 ” 原 方程 不 是 未 知 函数 y 的 线性 微分 方程 ,但 我 们 可 将 它 


改写 为 


即 


q LY, (2.35) 


把 zx 看 作 未 知 函数 ,y 看 作 自 变量 ,这 样 ,对 于 z 及 和 来 说 ,方程 


(2.35) 就 是 一 个 线性 微分 方程 . 
首先 , 求 出 齐 次 线性 微分 方程 
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de. 2 
dy y 
的 通 解 为 
a=cy. | (2.36) 


其 次 ,利用 常数 变易 法 求 非 齐 次 线性 微分 方程 (2.35) 的 通 解 . 
Ec 看 成 c(y) ,微分 (2.36) ,得 到 


E 5 y +2c(y)y. 
RAQ.35),18 4) 
dc( y) 二 EN 
dy y. 


积分 之 , 即 可 求 得 
c(y)= -In|y|+&. 
从 而 , 原 方 程 的 通 解 为 
2= y (¿-Inl yl), 
这 里 < 是 任意 常数 . 
形 如 


Y= P(z)y+Q(z)y (2.37) 


的 方程 , 称 为 伯 努 利 微分 方程 ,这 里 P(z),Q(z) 为 z 的 连续 函 
数 ,n 关 0 ,1 是 常数 . 

利用 变量 变换 可 将 伯 努 利 微分 方程 化 为 线性 微分 方程 .事实 
EMTFTIFO,H >“ 乘 (2.37) 两 边 ,得 到 


y "d=y "P(x)+ QUO), (2.38) 
引入 变量 变换 
z=y ", (2.39) 
从 而 
dz -ndy 
q ll n)y de (2.40) 
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将 (2.39),(2.40) 代 人 (2.38) ,得 到 
9x=(1-m)P(z)z+(1-m)Q(z)， (2.41) 


这 是 线性 微分 方程 ,可 按 上 面 介 绍 的 方法 求 得 它 的 通 解 ,然后 代 回 
原来 的 变量 , 便 得 到 (2.37) 的 通 解 .此 外 , 当 n>0 时 ,方程 还 有 解 
y=0. 

例 3 FAL =6 2- ay MA. 

解 这 是 ”=2 时 的 伯 努 利 微分 方程 . 令 


一 1 


dd A 
算得 
代入 原 方 程 得 到 
gz- -brt 2, 
这 是 线性 微分 方程 , 求 得 它 的 通 解 为 
2= + 
代 回 原来 的 变量 y, 得 到 
por 
或 者 
ca 
y 8 
这 就 是 原 方 程 的 通 解 . 
此 外 ,方程 还 有 解 y=0. 
PODRAS 
EL 
EAU 
1. 求 下列 方 程 的 解 : 
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(1) dy _ 


dr Tin Ti 
(2) Frame; 
(3) T= -s cos £ + sin 21; 
(4) n 为 常数 ); 
T z 
pis 2x 


(5) Y dae a dE 1=0; 


dy a ty". 


(9) L= 242 La 为 常数 )， 
(10) den 


d 
(11) q tay=a y; 


(12) (yln x — 2) ydx = xdy; 
(13) ~ - xx; 


二 
(14) Y Y Az, 
d 1 
1 = ; 
1 e 


(16) y= er + [ y(t)dt. 


2. 设 函 数 plt) F- 0<t< + c 上 连续 ,wp (0) 存 在 且 满 足 关 系 式 
Plt+s)= pl) pls), 
试 求 此 函数 . 
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3. 如 图 (2.4) 所 示 的 RL 电路 , 试 求 : 

(1) 当 开关 S, 合 上 10 s 后 ,电感 L 上 的 电流 ; 

(2) S 合 上 10 s 后 再 将 S, 合 上 , 求 S, 合 上 20 s 后 ,电感 L 上 的 电流 . 

4. 试 求 图 (2.5) 所 示 的 RL 电路 电感 上 电流 1(z) 的 变化 规律 ,并 解释 其 


物理 意义 , 设 1=0 时 ,I=0. 


R,=209 S, 


图 (2.5) 
5. 试 证 : 


(1) 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 (2.28) 的 任 两 解 之 差 必 为 相应 的 齐 次 线 


性 微分 方程 (2.3) 之 解 ; 


(2) 若 y=y(z) 是 (2.3) 的 非 零 解 , 而 y=y(z) 是 (2.28) 的 解 , 则 方程 


(2.28) 的 通 解 可 表 为 y= cy(x) + 535(z), 其 中 cc 为 任意 常数 ; 


解 . 


(3) 方程 (2.3) 任 一 解 的 常数 倍 或 任 两 解 之 和 (或 差 ) 仍 是 方程 (2.3) 的 


6. 求解 习题 1.2 第 8 题 (5) 和 (6). 
(1) (x? -1)y -zy+1=0i 
(2) zx(z -1)y - (2z? -1)y+ r° =0; 


(3) y sin x*cos x- y—sin x=0. 
$2.3 恰当 微分 方程 与 积分 因子 


2.3.1 恰当 微分 方程 
我 们 可 以 将 一 阶 方程 
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2 =f(x,3) 


写成 微分 的 形式 
fílzx,yidx-dy=0, 
或 把 y 平等 看 待 , 写 成 下 面具 有 对 称 形 式 的 一 阶 微分 方程 
M(x,y)drt + N(x,y)dy=0, (2.42) 

这 里 假设 M(xz,y),N(xz,y) 在 某 和 矩形 域内 是 x,y 的 连续 函数 ， 
且 具 有 连续 的 一 阶 偏 导数 .这 样 的 形式 有 时 便于 探求 方程 的 通 解 . 

如 果 方 程 (2.42) 的 左 端 恰好 是 某 个 二 元 隆 数 x(z,y) 的 全 微 
分 , 即 

Míz,ydx+ N(xz,y)dy =dx(zyy) 


= ida + Fdy, (2.43) 
则 称 (2.42) 为 恰当 微分 方程 . 
容易 验证 ,(2.42) 的 通 解 就 是 
ulx,y)=cC, (2.44) 


这 里 c 是 任意 常数 . 

这 样 ,我 们 自然 会 提出 如 下 问题 : 

(1) 如 何 判 别 (2.42) 是 恰当 微分 方程 ? 

(2) 如 果 (2.42) 是 恰当 微分 方程 ,如 何 求 得 函数 u = 
ula, y)? 

为 了 回答 以 上 问题 ,我 们 首先 察看 ,如果 (2.42) 是 恰当 微分 方 
程 时 ,函数 MCz,y),N(z,y) 应 该 具有 什么 性 质 ? 从 (2.43) 得 到 


9 
5-=M (2.45) 
T 
和 
du _ 
y NW» (2.46) 


将 (2.45)、(2.46) 分 别 对 y, x 求 偏 导数 ,得 到 


。 SUN 


FS AELA 


3? u 3 u 


— 


dydx dxdy” 


故 
2M_aN 
dy dx 
因此 , (2.47) 是 (2.42) 为 恰当 微分 方程 的 必要 条 件 . 现在 证 明 
(2.47) 也 是 (2.42) 为 恰当 微分 方程 的 充分 条 件 , 或 更 进一步 证 明 : 
如 果 方 程 (2.42) 满 足 条 件 (2.47) ,我 们 能 找到 函数 e ,使 它 同 时 适 
合 方 程 (2.45) 和 (2.46). 这 样 ,就 回答 了 以 上 提出 的 两 个 问题 . 
我 们 从 关系 式 (2.45) 出 发 ,把 > 看 作 参 数 , 解 这 个 方程 ,得 到 


| M(x,y)dz+ p(y), (2.48) 


这 里 p(y) 是 y 的 任意 可 微 函数 .我 们 现在 来 选择 oly E u 同时 
满足 (2.46), 即 
du 


ipo 
=y M, yz + N, 


(2.47) 


由 此 


dely)_,, 9 
EL =N F | Mle, y)dz. (2.49) 


我 们 证 明 ,(2.49) 的 右 端 与 r 无 关 . 为 此 ,只 需 证 明 (2.49) 的 
右 端 对 xz 的 偏 导数 恒 等 于 零 .事实 上 


9 d ON 9 
[N = 元 | MGz,y)dz| = = EPS = NA 
IN 
_aN_ >M sü 
oz dy ”? 


在 我 们 的 假设 条 件 下 ,上 述 交 换 求 导 的 顺序 是 允许 的 .于 是 ， 
. 52 . 


(2.49) 右 端的 确 只 含有 y, 积 分 之 ,得 到 
p(y) = [[N - ¿[UG vaz Jay, (2.50) 
将 (2.50) 代 入 (2.48) , 即 求 得 
u = [M(<,ydz + |[N - 元 | M(z,y)dzjdy， 
因此 ,恰当 微分 方程 (2.42) 的 通 解 就 是 
[Mx dz + [[N - 元 | M(z,y)dzjd = (2.51) 


这 里 c 是 任意 常数 . 
例 1 求 (3x*+6ry )dr+(6x * y+4y )dy=0 的 通 解 . 
解 这 里 M=3zr +6zy ,N=6xz*y+4y ,这 时 


9 
二 了 =12zy， 


dy 
因此 方程 是 恰当 微分 方程 . 
现在 求 x ,使 它 同时 满足 如 下 两 个 方程 : 
SH =34 +62y, (2.52) 
762 y tay. (2.53) 
由 (2.52) 对 zx 积分 ,得 到 
u = x° +3 y + oly), (2.54) 
为 了 确定 ply) ,将 (2.54) 对 y 求 导数 ,并 使 它 满足 (2.53), 即 得 
J=ó 2 rde) ay, 
于 是 
dp(y) 3 
dy 
积分 后 可 得 
ply)=y, 


将 p(y) 代 人 (2.54), 得 到 
. 53 + 


=r t3 y ty. 
因此 ,方程 的 通 解 为 
L +t3r y ty =c, 


这 里 c 是 任意 常数 . 


往往 在 判断 方程 是 恰当 微分 方程 后 ,并 不 需要 按照 上 述 一 般 
方法 来 求解 ,而 是 采取 “分 项 组 合 ”的 办 法 , 先 把 那些 本 身 已 构成 全 
微分 的 项 分 出 ,再 把 剩 下 的 项 次 成 全 微分 .这 种 方法 要 求 熟 记 一 些 


简单 二 元 函数 的 全 微分 ,如 
ydz + rdy= d(xy), 


Yr a) 
ds 
y y 
Er a) 
2 B a E | 
x 工 
30230 alto z|), 
Ty y 


YF = dare tan E), 
t —y 2 


F i ES 
151) 
现在 试用 这 种 方法 求解 下 面 例题 . 
例 2 用 “分 项 组 合 " 的 办 法 ,求解 例 1. 
解 ” 把 方程 重新 “分 项 组 合 ”, 得 到 
3z*dz+4Ydy+6xzy dz+6z ydy=0, 


ydx-—xady_ 1 
a 


即 
dr? +dy'+3y dr’ +3zx’dy’ =0, 
或 者 写成 
dlx? +y +3x*y")=0. 
于 是 ,方程 的 通 解 为 
r? +t y t3r y Ec, 

这 里 c 是 任意 常数 . 

。44 + 


(2.55) 


T 


1 1 = 
例 3 求解 方程 (cos z+ 二 jdz+ (5 到 jy 0. 
B A-d = - 羡 , 故 方程 是 恰当 微分 方程. 反 
方程 重新 “分 项 组 合 ”, 得 到 
cos ada + 3dy+ (¡de - Fdy]=0, 
即 


ill +22 HO, 


或 者 写成 
dfsin x +Inl y! + 三 | =0. 
于 是 ,方程 的 通 解 为 


sin xX+ln|y| Poe 


这 里 c 是 任意 常数 . 
2.3.2 积分 因子 


恰当 微分 方程 可 以 通过 积分 求 出 它 的 通 解 .因此 能 否 将 一 个 
非 恰当 微分 方程 化 为 恰当 微分 方程 就 有 很 大 的 意义 .积分 因子 就 
是 为 了 解决 这 个 问题 而 引进 的 概念 . 

如 果 存 在 连续 可 微 的 函数 u = ula, y) £0,143 

u(rT,yIM(r,y)dr tu(r,y)N(r,y)dy=0 
为 一 恰当 微分 方程 , 即 存在 函数 v ,使 
AMdz + yNdy=dv, (2.56) 
MEK w(z,y) 为 方程 (2.42) 的 积分 因子 . 

这 时 vw(z,y) =c 是 (2.56) 的 通 解 ,因而 也 就 是 (2.42) 的 通 
E. 

由 (2.55) 看 到 ,同一 方程 ydx - xdy = 0 可 以 有 不 同 的 积分 

。 S 


E TY 
分 因子 存在 ,并且 不 是 唯一 的 .因此 ,在 具体 解 题 过 程 中 ,由 于 求 出 
的 积分 因子 不 同 从 而 通 解 可 能 具有 不 同 的 形式 . 
RE2.3.1, EX kw(z,y) 为 (2.42) 的 积分 因子 的 充 要 条 件 是 
IM) UN) 


AFi iryo 可 以 证 明 ,只 要 方程 有 解 存在 , 则 必 有 积 


dy dx 
Bn 
Ip dn_[IM_ IN 
N 3 MES 77 Me» (RSI) 


这 是 一 个 以 u 为 未 知 函 数 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 .要 想 通过 解 方 
程 (2.57) 来 求 积 分 因子 ,从 而 得 到 方程 (2.42) 的 解 ,在 一 般 情况 
下 ,将 比 求解 方程 (2.42) 本 身 更 困难 .但 是 ,在 若干 特殊 情形 中 , 求 
(2.57) 的 一 个 特 解 还 是 容易 的 ,所 以 (2.57) 也 就 提供 了 寻求 特殊 
形式 的 积分 因子 的 一 个 途径 . 

例如 ,对 于 方程 (2.42), 如 果 存 在 只 与 x 有 关 的 积分 因子 y= 


az) WSE =0, ETRE 2.57) IE, 


dx dy dx 
即 
aM 3aN 
du_ dy dx 
由 此 可 知 ,方程 (2.42) 有 只 与 x 有 关 的 积分 因子 的 充 要 条 件 是 
2M_2N 
2x l= 二 (2.59) 


这 里 %(z) 仅 为 z 的 函数 .假如 条 件 (2.59) 成 立 , 则 根据 方程 
(2.58) ,可 以 求 得 方程 (2.42) 的 一 个 积分 因子 
p= ¿ver (2.60) 
e 56 . 


同样 ,(2.42) 有 只 与 y 有 关 的 积分 因子 的 充 要 条 件 是 
IM 3N 


A 


这 里 p(y) 仅 为 y MERMA MR RR Q.42) 8 — 4 HH AF 
u= ACELE | 
例 4 试用 积分 因子 法 解 线性 微分 方程 (2.28). 
解 将 (2.28) 改 写成 


[P(x)y+ Q(2)1dx —dy=0, (2.61) 
XH,M=P(x)y+ Q(z), N= -1, 44% 
IM_2N 
a e == =Plx), 


因而 ,线性 方程 有 只 与 zx 有 关 的 积分 因子 py = el or. py 
p =P" 乘 (2.61) 得 到 
Plá) ce-|P(z)dr des p [Piar dy+Q(s) o fP desi, 
Bp 
yde [Pa + ce-|P(z)dr ty fra de=0. 

或 者 写成 

d( ye fra) Ol) e Pinar A 
因此 ,(2.61) 的 通 解 为 

e [Pend = | Q(x) JA de aa 
或 者 改写 为 

E e Pdz (Qe Poaz + c) l 
这 与 前 面 得 到 的 结果 (2.31) 完 全 一 样 . 这 里 我 们 又 得 到 一 个 解 线 
性 微分 方程 (2.28) 的 方法 . 


积分 因子 一 般 是 不 容易 求 得 的 ,我 们 可 以 先 从 求 特殊 形状 的 
。47 + 


积分 因子 (如 只 与 x 或 只 与 y 有 关 的 积分 因子 ) 开 始 ,或 者 通过 观 
察 法 进行 “分 项 组 合 " 而 求 得 积分 因子 .下 面 通 过 例子 说 明 一 些 简 
单 的 积分 因子 的 求法 .运用 积分 因子 解 题 ,需要 有 一 定 的 技巧 ,这 
就 要 多 作 练 习 , 从 中 体会 . 


例 5 求解 方 A a) (y>0). 


解 方程 可 以 改写 为 
xdr + ydy=V zr + 办 dz， 


Jale? +y?) = Vd. 


容易 看 出 ,此 方程 有 积分 因子 n= Upu RZA 


dx ty) =dx 

TE 
故 通 解 为 

V rtty =xt+ce, 
或 


y =clc+2x). 
例 6 求解 方程 ydx+(y- zx)dy=0. 
MORE M=y,N=y- 2,32 =1, N= -1 方程 不 是 从 
y $ 
当 的 . 
aM _aN 

方法 1 AGE RAR ARS y 

有 关 的 积分 因子 


u= 5) = @- 21»! a 


. 98 。 


以 p= ROA ,得 到 
LFT + Liye zdy =0， 
y y y 
或 者 写成 


ydx -— rdy + 0 
AS Al 
y y 


因而 , 通 解 为 
了 +lnly| =c. 


方法 2 将 方程 改写 为 
ydx ~ rdy= - ydy, 


由 (2.55) 知 道 , 左 端 有 积分 因子 u= E wz = 工 ,…, 但 考虑 到 右 


E 
端 只 与 y 有关 , 故 取 j= 六 为 方程 的 积分 因子 ,由 此 得 到 


ydx — zdy _ A 
y y 
因此 , 通 解 为 


x 
ed 
y y 


顺便 指出 ,这 里 采用 别 的 求解 方法 也 是 十 分 方便 的 .例如 : 
方法 3 方程 可 以 写 为 
dy_ y 


de z=" 
这 是 齐 次 微分 方程 , 令 二 = u ,代入 得 到 


du 加 
de AS ETT 
即 
l- uj _ dz 
y? £ 


. 59 + 


因此 , 通 解 为 
-二 -lnlzl=lnlz| 一 C， 
代 回 原来 的 变量 , 即 得 
y + al y! =c. 


方法 4 把 xz AFA, y 看 作 上 自 变 量 , 方 程 变 为 线性 


k 
= +inl yl =c. 
y y 


此 外 , 易 见 y=0 也 是 原 方程 的 解 . 
人 
> 


$ 习题 2.3 


NY 


1. 验证 下 列 方程 是 恰当 微分 方程 ,并 求 出 方程 的 解 : 
(1) (x*+y)dr+ (xr-2y)dy=0; 
(2) (y-31*)dx ~ (4y~ rx)dy=0; 


| > < 
3 dr + | —- dy=0; 
o [ay lell 
(4) 2(3xy? +21? Ma + 3(2x* y + y? )dy=0; 
1 ; 1 
(5) (sin Z-a 2+1)dz (eos Z- sin Z + y Jay =0, 


2. 求 下 列 方程 的 解 : 

(1) ot “de er dy=0; 
(2) (e* +3y*)dx + 2xydy=0; 
(3) 2xydx + (x° + 1)dy=0; 

(4) ydr — rdy= (x° + y’ )dz; 
(5) ydr ~- (x + y )dy=0; 

(6) (y-1- ry)dr + xdy=0; 
. 60 . 


(7) (y- xz? )dz - xdy=0; 

(8) (x+2y)dz+zdy=0; 

(9) [zcos(x + y) +sinlx + y) ]dx + rcos(x + y)dy = 0; 

(10) (ycos x- xsin x)dx + (ysin x + xcos rT)dy=0; 

(11) x(4ydr +2rdy)+ y* (3ydr + Sady)=0. 

3. 试 导出 方程 Mz, y Ma + N(x,y)dy=0 分 别 具 有 形 为 y(x+y) 和 
(xy) 的 积分 因子 的 充 要 条 件 . 


4. 设 fla, yR 二 连续 , 试 证 方程 dy - f(z,y)dz=0 为 线性 微分 方程 
9y 


的 充 要 条 件 是 它 有 仅 依 赖 于 x 的 积分 因子 . 
5. 试 证 齐 次 微分 方程 M(x,y)dr + N(x,y)dy=0 当 zM + yN 关 0 时 
有 积分 因子 p= y 
6. RAŽ fu) (ODER AMB ful gu) MUA 
yf(xry)dr + aglzxyidy=0 
有 积分 因子 w= (zy[(zy)-g(zy)]) '. 


7. 假设 方程 (2.42) 中 的 函数 MCz,y),NCz,y) 满 足 关 系 


9 9 f 
-S= Nfla) 一 Mg (y), 


其 中 F(z),g(y) 分 别 为 x 和 y 的 连续 函数 , 试 证 方程 (2.42) 有 积分 因子 
p= exp( | 7F(z)dz + |s(y)dy) 


8. 求 出 伯 努 利 微 分 方程 的 积分 因子 . 

9. 设 kw(z,y) 是 方程 (2.42) 的 积分 因子 ,从 而 求 得 可 微 函 数 U(Cz,y)， 
使 得 dU= jy(Mdx+ Ndy). 试 证 (x,y) 也 是 方程 (2.42) 的 积分 因子 的 充 
要 条 件 是 KCz,y)= yp(U), 其 中 POR: 的 可 微 函 数 . 


10. 设 mlay) ,wa(z,y) 是 方程 (2.42) 的 两 个 积分 因子 , 且 直 天 常数 ， 


RET = c( 任 意 常 数 ) 是 方程 (2.42) 的 通 解 . 


11. 假设 第 5 题 中 微分 方程 还 是 恰当 的 , 试 证 它 的 通 解 可 表 为 
aM(x,y)+ yNíx,y)=cl(c 为 任意 常数 ). 
- AUR 


$ 2.4 一 阶 隐 式微 分 方程 与 参数 表示 


一 阶 隐 式微 分 方程 的 一 般 形 式 可 表示 为 
F(zx,y,y )=0, 

如 果 能 从 此 方程 中 解 出 导数 y ,其 表达 式 为 y = fx, y), MATAR 
f(z,y) 的 具体 形状 如 何 而 选择 $2.1 一 $2.3 所 介绍 的 某 一 方法 
进行 求解 .但 如 果 难 以 从 方程 中 解 出 y ,或 即使 解 出 y ,而 其 表达 
式 相 当 复 杂 的 情况 下 , 则 宜 采 用 引进 参数 的 办 法 使 之 变 为 导数 已 
解 出 的 方程 类 型 ,这 正 是 本 节 讨 论 的 主要 思想 .这 里 主要 介绍 以 下 
四 种 类 型 : 

(1) y= f(z,y ); (2) z= f(y,y ); 

(3) F(x,y )=0; (4) F(y,y)=0. 


2.4.1 可 以 解 出 y( 或 x) 的 方程 

1. 首先 讨论 形 如 

y= = f(x 2) (2.62) 
dy 


的 方程 的 解法 ,这 里 假设 函数 Y $ T ) 有 连续 的 偏 导数 . 


引进 参数 空 = pp, 则 (2.62) 变 为 
y=fix,p) (2.63) 
将 (2.63) 两 边 对 r RFM, F= p 代入, 得 到 
p=5£+ E 2. (2.64) 
方程 (2.64) 是 关于 z,p 的 一 阶 微分 方程 ,但 它 的 导数 已 解 出 .于 
是 我 们 可 按 $2.1 一 §2.3 的 方法 求 出 它 的 解 . 


右 已 求 得 (2.64) 的 通 解 的 形式 为 
。62 > 


=plx,c), 
将 它 代 人 (2.63) ,得 到 
y=(z,p(zyc))， 
这 就 是 (2.62) 的 通 解 . 
若 求 得 (2.64) 的 通 解 的 形式 为 
=plp,c), 
则 得 到 (2.62) 的 参数 形式 的 通 解 为 
r=y(p,c), 
y=fiylp,c),p), 
其 中 p 是 参数 ,c 是 任意 常数 . 
奇 求 得 (2.64) 的 通 解 的 形式 为 
Blx,p,c)=0, 
则 得 到 (2.62) 的 参数 形式 的 通 解 
pi a i 
y=fix,p), 
其 中 p 是 参数 ,c 为 任意 常数 . 


例 1 求 方程 { 空 ) + 2 $2 y=0 的 解 


R Ry, AE iii 


y=p+2xp, (2.65) 
两 边 对 z 求 导 数 , 得 到 


p=3p LL +22 L+2p, 


EN 
3p"dp+2xdp+ pdr=0. 
当 p 关 0 时 ,上 式 乘 以 p 得 到 
3p?dp+2xpdp+ pida =0, 
积分 之 ,注意 到 中 间 一 项 为 rdp’, 43 
。 63 . 


解 出 x ,得 到 


将 它 代 人 (2.65), 即 得 
, 2( 0-30") 
y=p e 


因此 ,得 到 方程 的 参数 形式 的 通 解 


当 p=0 时 ,由 (2.65) 直 接 推 知 y=0 也 是 方程 的 解 . 


_/dy e dy, z’? 
例 2 求 方程 y= (32) aq + OÍ. 


解 42 =p, 得 到 


两 边 对 zx 求 导 数 , 得 到 

p=2p -zx 4- 户 +z， 
或 

(52 - 1)a»- 1)=0. 


dp _ 
TA 0 解 得 


pb=xtc, 
并 将 它 代 人 (2.66) 得 到 方程 的 通 解 
. 64 + 


(2.66) 


2 
y= tere. (2.67) 


XM2p-1=0 4% 
di T, 
以 此 代入 (2.66) 又 得 方程 的 一 个 解 


> 
a (2.68) 


注意 此 解 与 通 解 (2.67) 中 的 每 一 条 积分 曲线 均 相 切 ( 见 图 (2.6))， 


图 (2.6) 


这 样 的 解 我 们 称 之 为 育 解 .在 下 一 章 将 给 出 奇 解 的 确切 含义 . 
2. 形 如 
r=f(y E) (2.69) 
的 方程 的 求解 方法 与 方程 (2.62) 的 求解 方法 完全 类 似 . 这 里 假定 


函数 |y, E ) 有 连续 偏 导数 


IDSA = pp, 则 (2.69) 变 为 
r= f(y,p), (2.70) 
将 (2.70) 两 边 对 > REX, PASA, 得 到 
. 65 . 


(2.71) 


方程 (2.71) 是 关于 y, p 的 一 阶 微分 方程 ,但 它 的 导数 季 已 解 出 ， 


于 是 可 按 $2.1 一 》2.3 的 办 法 去 求解 . 设 求 得 通 解 为 


DPly,p,c)=0, 
则 得 (2.69) 的 通 解 为 

T= f(y,p), 

D(y,p,c)=0. 


dy 


例 3 A) +22 Y -y=0. 


解 ” 解 出 HU =p 代入 ,得 到 


pFO0, 


2p 
对 > 求 导数 ,得 到 
1 p(1- Sp 2] (9> DE 
E 
或 
pdy + ydp +2p dp=0. 
积分 之 , 即 有 
2yp+p =c， 
因而 
5 , 
代入 (2.72), 求 得 
cp 3 
有 2p P c 一 3 
2p 4p 


所 以 ,方程 的 通 解 为 
. 66 * 


(2.72) 


— C 3 2 
a pAH0. 
e 


E p 
2-3 


p 27 
此 外 ,还 有 解 y=0. 这 和 例 1 所 得 结果 完全 一 样 (这 里 的 任意 
常数 c 换 成 4c). 


2.4.2 不 显 含 y( 或 x) 的 方程 


3. 现在 讨论 形 如 
F(x,y )=0 (2,73) 
的 方程 的 解法 ， 
记 p=y = 镁 .从 几何 的 观点 看 ,F(zx,p)=0 代表 Orp F 


面 上 的 一 条 曲线 . 设 把 这 曲线 表 为 适当 的 参数 形式 
r= 9(1), 
p= y(t), 
这 里 : 为 参数 .再 注意 到 , 沿 方程 (2.73) 的 任何 一 条 积分 曲线 上 ， 
恒 满 足 基 本 关系 dy = pdz. 以 (2.74) 代 人 上 式 得 

dy= y(t) 9 (t)di, 


(2.74) 


两 边 积分 ,得 到 
y= [og mare, 
于 是 得 到 方程 (2.73) 的 参数 形式 的 通 解 为 
r= plt), 
| = ¡OPA +c, 
c 为 任意 常数 . 
Ma 求解 方程 + y? -3zxy =0( 这 里 y =32). 


dx 
解 Sy = p= itz, 则 由 方程 得 
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EET 
从 而 

3 

EETA 
于 是 
_9(1-2+?*)+* 
ME 

积分 之 ,得 到 


Ss f91-2),,3 144 ,. 
MEET 2 aey A 


因此 ,方程 的 通 解 表 成 参数 形式 


二 31 
— 1+’ 


D: DE a dá 
222 (+t) 


4. 形 如 
F(y,y )=0 
的 方程 ,其 求解 方法 同方 程 (2.73) 的 求解 方法 类 似 . 
记 p=y ,引入 参数 上 ,将 方程 表 为 适当 的 参数 形式 
i 
p= y(t), 
由 关系 式 dy= pdz Hg (t)dt= y(t)dz, 由 此 得 


于 是 


" 68 > 


(2.75) 


为 方程 的 参数 形式 的 通 解 , 其 中 c 为 任意 常数 . 
HA, PERE, E F(y,0)=0 HER y=k,M y= 也 是 
方程 的 解 . 
例 S5 求解 方程 y d-y)=(Q-y F. 
解 令 2-y= 兴 , 则 与 原 微分 方程 消去 y 后 ,有 
y (yt -1)= yz’, 


由 此 得 
y= 二 +1 
并 且 
y=1-2, 
这 是 原 微分 方程 的 参数 形式 .因此 
dr=%%Y=-lg, 
y t 
积分 之 ,得 到 
z= 二 + 
于 是 求 得 方程 的 参数 形式 的 通 解 为 
pm 
t 
y= 二 十 1 
或 者 消去 参数 1 得 
y=z+ 一 = 
其 中 c 为 任意 常数 . 


此 外 , 当 y =0 时 原 方程 变 为 y =4, 于 是 y= +2 也 是 方程 
的 解 . 
PI 


ELIT 


NAAA 


1. 求解 下 列 方程 : 
69 . 


(1) xy?*=1+ y”; 

(2) y*-a*(1-y)=0; 

(3) y= ye ; 

(4) y(1+ y ?)=2ala 为 常数 ); 
(5) z? + y*=1; 

(6) (y -1)=(2-y F. 
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在 这 一 章 里 ,我 们 讨论 了 一 阶 方程 
F(x,y,y )=0 
的 若干 类 型 的 初等 解法 ,归纳 起 来 就 是 : 
1. 车 方程 能 就 y 解 出 , 即 方 程 取 形 式 
y= 三 f(z,y) 或 M(x,y)dr+ N(x,y)dy=0 
时 方程 的 求解 问题 .在 $2.1 一 $2.3 里 ,我 们 主要 介绍 了 五 种 类 
型 的 方程 (变量 分 离 方 程 、 齐 次 微分 方程 、 线 性 微分 方程 、 伯 努 利 微 
分 方程 及 恰当 微分 方程 ) 的 初等 解法 .实际 上 作为 基础 的 不 外 是 变 
量 分 离 方程 和 恰当 微分 方程 ,其 他 类 型 的 方程 均 可 借助 变量 变换 
或 积分 因子 化 为 这 两 种 类 型 ,这 可 简略 地 表示 如 图 (2.7). 
2. 若 方 程 不 能 解 出 y , 则 把 zx 看 作 是 y 的 函数 ,再 看 是 否 能 
解 出 z ,成 为 方程 x = f(x,y) 可 类 似 1 求 解 . 
3. 对 于 不 能 显 性 表示 为 
y=flcjy) 或 x =f(r,y) 
或 M(x,y)dr+ N(xz,y)dy=0 
的 方程 ,可 分 为 两 类 ， 
(1) 者 方程 能 就 y( 或 zx ) 解 出 
y= fla y VR w= f(y 10), 
MAY =p( 或 x =p) ,把 问题 化 为 求解 关于 p E5Ex(XR y) 
的 一 阶 方程 
We E 


u=axx+b,y(i=15% 2) 


变量 分 离 方程 
DE Loop p 
齐 次 微分 方程 线性 微分 方程 
dy__ Me, y) _ PA dy _ 
dx No 人 (+) AENOR de PEt) 
M(x y)dx +N(xy)dy=0 
= ƏM _ ƏN - [Páx 
y əx 
A=0 | 平 
移 
AO y 
= dy _ ax+b,y+c, 伯 努 利 微分 方程 
das È -Poyo 
(cc? #0) (1%0,1) 
图 (2.7) 
p=f. (zx,p)+f, (rp) (2.64) 
PY _ dp 
(RAIN) (2.71) 


42 82.1- 92.3 的 办 法 求 得 方程 (2.64)( 或 (2.71)) 的 通 解 为 
B(r,p,c)=0 (或 B(y,p,c)=0), 
MES y= f(x,p)( 或 z= f(y,p)) 一 起 构成 原 方程 的 通 解 的 参 
数 形式 ( 见 2.4.1). 
(2) 若 方程 不 能 就 y ,x 或 y 解 出 ,对 于 形 如 
F(xz,y )=0 或 F(y,y )=0 
的 方程 ,可 按 2.4.2 介绍 的 方法 处 理 :引入 参数 ,将 方程 表示 为 
参数 形式 ,再 注意 到 关系 式 dy 二 y dx, 就 将 问题 转化 为 求解 关于 


y( 或 5) 与 + 的 一 阶 方程 , 且 其 导数 筷 ( 或 加 已 表示 为 + 的 已 知 


函数 ,最 后 的 工作 就 是 求 积 分 的 问题 . 
。 We 


熟悉 各 种 类 型 方程 的 解法 ,正确 而 又 敏捷 地 判断 一 个 给 定 的 
方程 属于 何 种 类 型 ,从 而 按照 所 介绍 的 方法 进行 求解 ,这 自然 是 最 
基本 的 要 求 .但 仅仅 能 做 到 这 一 点 还 不 够 ,因为 我 们 所 遇 到 的 方程 
未 必 都 恰好 是 本 章 所 介绍 过 的 方程 类 型 ,因此 还 要 求 注意 学 习 解 
题 的 技巧 ,从 中 总 结 经 验 , 培 养 自己 的 机 智和 灵活 性 ;还 有 一 点 也 
很 重要 ,就 是 要 善于 根据 方程 的 特点 ,引进 适当 的 变换 ,将 方程 化 
为 能 求解 的 新 类 型 ,从 而 求解 . 

最 后 ,我 们 要 强调 指出 :能 有 初等 解法 的 微分 方程 是 很 有 限 
的 ,例如 形式 上 很 简单 的 里 卡带 (Riccati) 方 程 


=P(z)y + Qe) y +R(z) 


一 般 就 没有 初等 解法 (当然 , 若 我 们 有 办 法 找到 方程 的 一 个 特 解 
7(z), 则 经 变换 y=z+ 广 后 ,方程 就 变 为 伯 努 利 方程 ,因而 可 
解 ). 这 一 事实 为 法 国 数学 家 刘 维 尔 (Liouville) 在 1841 年 所 证 明 , 
这 就 促使 人 们 寻求 别 的 方法 来 研究 微分 方程 的 问题 . 

一 阶 微分 方程 的 求解 有 众多 方法 ,技巧 性 很 强 , 想 进一步 详细 
了 解 可 参考 《 常 微分 方程 手册 》"|. 

no 
f SJR 2.5 } 
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1. 求 下 列 方程 的 解 ; 


(1) ysin z+ eos r=1; 


(2) ydz — ady=x* ydy; 
(3) E =4e"> sin z- 1; 


A SEEE 

dz -yYxy 

(5) (ayer + y dx - zzeydy=0; 

(6) (xy + 1) ydx — ady=0; 

(7) (2r +2y-1)dz+ (x+ y-2)dy=0; 
oT . 


(4) 


z 
(9) S =3y+ x-2; 


(10) ¿Y =1+(%), 


dy. EyFL. 


(12) e (2 +1)= re; 


(13) (2? + y’ )dr -2xydy=0; 


dy _ +1.: 
(14) q EEN FO 


as) Zoe 

XT XI 

(16) (e +1)$ +1520; 
le 


(17) (x-y dx + y(1 + x)dy=0; 
(18) 41? y dx + 2(x*? y - 1)dy=0; 


(19) (9) -2y(2)+47=0; 


dx 
(20) y [1- (2) ]=1, 
(21) (1+e )dr te (1-7 )dy=0; 


(22) dz + ay =0; 


(23) ydr ~- (1+x+y )dy=0; 
(24) [y- r(x? + y’ )]dz- zxdy=0; 


(25) O + es =x=0; 


3 
(26) (2zy+ y+% )dz+ (x° + y )dy=0; 


dy _ 2z t3yt4. 
(27) dr 4r+6y+5'’ 
(28) r -y= (y -x°) (提示 : 令 zy=z); 


- y 


(29) Pr L zer 
TI E 


dy_ 4r? -2xy +2x 
WET? ee pe E TR S. 
G de SY Oy ES 


(31) y (xdr + ydy) + x(ydx- ady)=0 
(提示 : 令 x= pcos 0, y= psin 0); 


3 
(32) dy, 1tay -0 (提示 : 令 u=x+ y, v= 2y). 
dx Itr y 


2. 求 一 曲线 ,使 其 切线 在 纵 轴 上 之 截 距 等 于 切 点 的 横 坐 标 . 

3. 摩托 艇 以 5 m/s 的 速度 在 静水 上 运动 ,全 速 时 停止 了 发 动机 ,过 了 
20 s 后 , 艇 的 速度 减 至 v =3 m/s. 确 定 发 动机 停止 2 min 后 艇 的 速度 .假定 
水 的 阻力 与 艇 的 运动 速度 成 正比 例 . 

4. 一 质量 为 m 的 质点 作 直 线 运 动 ,从 速度 等 于 零 的 时 刻 起 ,有 一 个 和 
时 间 成 正比 (比例 系数 为 , ) 的 力作 用 在 它 上 面 .此 外 质点 又 受到 介质 的 阻 
力 ,这 阻力 和 速度 成 正比 (比例 系数 为 上 ,). 试 求 此 质点 的 速度 与 时 间 的 关 
系 . 

5. 证 明 : 如 果 已 知 里 卡带 微分 方程 的 一 个 特 解 , 则 可 用 初等 解法 求 得 它 
的 通 解 .并 求解 下 列 方程 : 

(1) ye + y -2ye =1- e"; 

(2) y + y? —-2ysinx=c0s z -sin x; 

(3) Ay =x y aye l; 

(4) 4z (y -y )=1; 

(5) a (y +y )=2; 

(6) zy + (xy-2)=0; 

(7) y =(lx-D)y+(1-2x)y+x. 
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-F 
一 阶 微分 万 程 的 解 的 存在 定理 


在 第 二 章 里 ,我 们 介绍 了 能 用 初等 解法 的 一 阶 微分 方程 的 者 
干 类 型 ,但 同时 指出 ,大 量 的 一 阶 微 分 方程 一 般 是 不 能 用 初等 解法 
求 出 它 的 通 解 的 ,而 实际 问题 中 所 需要 的 往往 是 要 求 满足 某 种 初 
值 条 件 的 解 ( 包 括 数值 形式 的 数值 解 ). 因 此 ,对 初 值 问题 (又 称 为 
柯 西 问题 ) 的 研究 被 提 到 了 重要 的 地 位 . 目 然 要 问 : 初 值 问题 的 解 
是 否 存在 ? 如 果 存 在 是 否 唯 一 呢 ? 

容易 举 出 解 存 在 而 不 唯一 的 例子 .例如 方程 


dy _ 
3 


过 点 (0,0) 的 解 就 是 不 唯一 的 .事实 上 , 易 知 y=0 是 方程 的 过 点 
(0,0) 的 解 .此 外 ,容易 验证 ,y= x 或 更 一 般 地 ,函数 
$0, 0Ó<i<c, 
y= | 
都 是 方程 的 过 点 (0,0) 而 定义 于 区 间 0<x<1 上 的 解 ,这 里 c 是 
满足 0<c<1 的 任 一 数 . 
本 章 介绍 的 存在 唯一 性 定理 圆满 地 回答 了 上 面 提出 的 问题 ， 
它 明确 地 肯定 了 方程 的 解 在 一 定 条 件 下 的 存在 性 和 唯一 性 , 它 是 
常 微分 方程 理论 中 最 基本 的 定理 ,有 其 重大 的 理论 意义 . 另 一 方 
面 ,由 于 能 求 得 精确 解 的 微分 方程 为 数 不 多 ,微分 方程 的 近似 解法 
(包括 数值 解法 ) 具 有 十 分 重要 的 实际 意义 ,而 解 的 存在 和 唯一 又 
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是 进行 近似 计算 的 前 提 . 因 为 如 果 解 根本 不 存在 , 却 要 去 近似 地 求 
E ,问题 本 身 是 没有 意义 的 ;如 果 有 解 存在 而 不 唯一 ,由 于 不 知道 
要 确定 是 哪 一 个 解 , 却 要 去 近似 地 确定 它 , 问 题 也 是 不 明确 的 . 解 
的 存在 唯一 性 定理 保证 了 所 要 求 的 解 的 存在 和 唯一 ,因此 它 也 是 
近似 求解 法 的 前 提 和 理论 基础 .此 外 ,我 们 将 看 到 在 定理 的 证 明 过 
程 中 还 具体 地 提供 了 求 近 似 解 的 途径 ,这 就 更 增添 了 存在 唯一 性 
定理 的 实用 意义 . 

由 于 种 种 条 件 的 限制 ,实际 测 出 的 初始 数据 往往 是 不 精确 的 ， 
它 只 能 近似 地 反映 初始 状态 .因此 我 们 以 它 作 为 初 值 条 件 所 得 到 
的 解 是 否 能 用 作 真 正 的 解 呢 ? 这 就 产生 了 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 
问题 , 即 当初 值 微小 变动 时 ,方程 的 解 的 变化 是 否 也 是 很 小 呢 ? 如 
果 不 然 的 话 ,这 样 所 求 得 的 解 就 失去 实用 的 意义 , 因 它 可 能 与 实际 
情况 产生 很 大 的 误差 .即使 给 出 的 初 值 问题 能 满足 解 的 存在 唯一 
性 条 件 及 相关 性 质 , 但 往往 很 难 或 不 能 求 得 精确 的 解析 解 , 又 能 否 
求 出 其 数值 形式 的 数值 解 ? 

本 章 重点 介绍 和 证 明 一 阶 微分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 
并 叙述 解 的 一 些 一 般 性 质 ,如 解 的 延 拓 、 解 对 初 值 的 连续 性 和 可 微 
性 等 .此 外 ,还 引进 奇 解 的 概念 及 介绍 求 奇 解 的 两 个 方法 ,并 介绍 
两 个 最 常用 且 最 基础 的 数值 解法 . 


$3.1 解 的 存在 唯一 性 定理 与 逐步 逼近 法 


3.1.1 存在 唯一 性 定理 
1. 首先 考虑 导数 已 解 出 的 一 阶 微分 方程 
和 = flay), (3.1) 


这 里 f(z ,y) 是 在 矩形 域 
R:|z -zol<a,|y- y 1 <b EN 
e 7 


上 的 连续 函数 . 

函数 f(x ,y) 称 为 在 RR 上 关于 yy 满足 利 普 希 茨 (Lipschitz) 条 

E ,如果 存 在 常数 L >0, 使 得 不 等 式 
fly) fx ya EL y, ~ yo) 
对 于 所 有 (z,y),(z,y)ER 都 成 立 ,L 称 为 利 普 希 茨 常数 . 

定理 1 WR F(z,y) 在 矩形 域 R 上 连续 且 关 于 y 满足 利 
普 希 茨 条 件 , 则 方程 (3.1) 存 在 唯一 的 解 y= wp(z), 定 义 于 区 间 
[x> zol 过 /上 ,连续 且 满 足 初 值 条 件 

p(x0)= yos (3.3) 
这 里 h =min( ajg) M= max, /f(x,y)|. 

我 们 采用 皮卡 (Picard) 的 逐步 逼近 法 来 证 明 这 个 定理 . 为 了 
简单 起 见 ,只 就 区 间 1 <1i< 0 th 进行 讨论 ,对 于 ASAS 
Zzo 的 讨论 完全 一 样 . 

现在 先 简单 叙述 一 下 运用 逐步 逼近 法 证 明定 理 的 主要 思想 . 
首先 证 明 求 微分 方程 的 初 值 问题 的 解 等 价 于 求 积 分 方程 


y= yo + | MENE 
To 


的 连续 解 ,再 证 明 积 分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 . 
任 取 一 个 连续 函数 wo(z) 代 和 人 上 面积 分 方程 右 端 的 y, 就 得 
到 函数 


PICZ) = yo + | f(r, po (rx)) dr, 
BAP (x ) 也 是 连续 函数 .如 果 pz)=9oCz), 那 么 wo(z) 就 是 


积分 方程 的 解 . 否则 ,我 们 又 把 gp, (z) 代 入 积分 方程 右 端 的 y， 
得 到 


pi (x)= yo + | ela 


WR wz(z)= AMO BA pl(z) 就 是 积分 方程 的 解 . 否则, 我们 
。 JT 


继续 这 个 步骤 .一 般 地 作 郴 数 
p.(z)=y+ | MARA) (3.4) 


这 样 就 得 到 连续 函数 序列 
polz), e lado (2), 
DROP RAMA BA p,(z) 就 是 积分 方程 的 解 .如 果 始 终 
不 发 生 这 种 情况 ,我 们 可 以 证 明 上 面 的 函数 序列 有 一 个 极限 函数 
2(Z)，, 即 
lim p, (x) = plz) 
存在 ,因而 对 (3.4) 取 极限 时 ,就 得 到 


limp.(2)=30 + lim| f(2,p,,(2))dz 
=30+ | limf(x,p,-¡(2))dz 


= yo + | f(x,o(x))dz, 
即 
P(r)=%+ | Pu 


这 就 是 说 ,g(xz) 是 积分 方程 的 解 .这 种 一 步 一 步 地 求 出 方程 的 解 
的 方法 就 称 为 逐步 逼近 法 .由 (3.4) 确 定 的 函数 o, (xz) 称 为 初 值 
问题 (3.1),(3.3) 的 第 n 次 近似 解 .在 定理 的 假设 条 件 下 ,以 上 的 
步骤 是 可 以 实现 的 .下 面 我 们 分 五 个 命题 来 证 明定 理 . 

命题 1 设 y= gp(z) 是 方程 (3.1) 的 定义 于 区 间 rrr, 
+h 上 ,满足 初 值 条 件 


plxo)= yo (3,3) 
的 解 , 则 y= p(z) 是 积分 方程 
y=30+ | Hz,y)dzizaszrszroth (3.5) 
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的 定义 于 1 <1<x+h 上 的 连续 解 .反之 亦 然 . 
ER 因为 y= op(z) 是 方程 (3.1) 的 解 , 故 有 
delz) a pla), 
两 边 从 zx 到 x 取 定 积分 得 到 


plx)-= plz.) = N flesole)de,. mai ER, 


把 (3.3) 代 入 上 式 , 即 有 
plx)= yy + | f(z,p(r))drt, xi <x<x th, 
因此 ,y= p(x) 是 (3.5) 的 定义 于 zo 三 x 二 xo th 上 的 连续 解 . 
反之 ,如 果 y= g(xz) 是 (3.5) 的 连续 解 , 则 有 
plx)= yo 十 | fiz,elx)dxr,r. <r<x.+h, (3.6) 
微分 之 ,得 到 
detz) apta), 
又 把 zx=xzo 代 人 (3.6) ,得 到 
plxo)=y0». | 
因此 ,y= olr) ÆN.) WELF 2.<i<io+h 上 , 且 满 足 
初 值 条 件 (3.3) 的 解 .命题 1 证 毕 . 
现在 取 po(z) = yo ,构造 皮卡 逐步 逼近 函数 序列 如 下 : 
po (XT) = yo» 


aleras +f f(g€,9.1(€))de, ze SAS, 


ED, 
命题 2 对 于 所 有 的 n,(3.7) 中 函数 2p,(z) 在 1 <i<a, + 
h 上 有 定义 、 连 续 且 满足 不 等 式 
. UA 


lp, (2) 一 | 委 0. (3.8) 
WA 4n=1 Mp (2)= + | f(6,y Ide 显然 
Aaa AE EA 
ata 下 FE) 


<| FCE, yo) Ide 


<M(xz - zo) <MhS<b, 
即 命题 2 当 n = 1 时 成 立 .现在 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 对 于 任何 
正 整数 ,命题 2 都 成 立 .为 此 , 设 命题 2 n= k 时 成 立 , 也 即 
pi(X) 在 zo 三 x 三 xo。+h 上 有 定义 、 连 续 且 满足 不 等 式 
| g(x) — yol<b, 
这 时 ， 
PrinzT)=y+ | FE PE) dE. 


由 假设 ,命题 2 n= 时 成 立 ,知道 pi (a E 2 <iISA +h 
上 有 定义 、 连 续 且 有 


paa) 1< | |f(€,9,(8))1de 


<M(zx-— zo )<Mh<b, 
即 命题 2 当 n = 有 +1 时 也 成 立 .由 数学 归纳 法 得 知 命题 2 对 于 所 
A n 均 成 立 . 命 题 2 证 毕 . 
命题 RIFA o, (r) Æ zo 三 xX 二 x。 + 六 上 是 一 致 收敛 
的 . 
证 明 我 们 考虑 级 数 


pola) + Da [plz p-1(2)1,1.<x<t.+h, (3.9) 


它 的 部 分 和 为 
: 80 + 


pola) 十 > [a lx) 9 1(7)]= v9, (zx), 

因此 ,要 证 明 函 数 序列 1 (e) E 2 <a, +h E— BOB, R 
须 证 明 级 数 (3.9) 在 1 <ixo+h LEAR A, RIHI 
如 下 的 估计 ,由 (3.7) 有 

pa) pa | LACE, pro) dESM(< — 24) 

| (3.10) 

及 

ea Ss | IFE, pi (E) IE pote) dE 


利用 利 普 希 茨 条 件 及 (3.10) ,得 到 
Dy EA A | Lp (E) — pole) Ide 


Sy (a 20). 


<L IR M(E- x.de= 


设 对 于 正 整 数 n, PER 
MI” 


一 人 
1 (r= £0)" 


|p,(z)- 9,_1(z)|< 
成 立 , 则 由 利 普 和 希 蒋 条件 , 当 zo 三 x 三 zx。+h 时 ,有 
MORAS ACE, pa (E) — FE, p,-(€))|d€ 
<L || lp. (£) 9, (8 ldé 
< 上 (£- x,)"d6 
ML" E 
-tI 7 To) i 


于 是 ,由 数学 归纳 法 得 知 , 对 于 所 有 的 正 整 数 上 ,有 如 下 的 估计 : 
. 


k-1 
lp, (x)- ata (1-21), <1iÉxp+h, 


(3.11) 
从 而 可 知 , 当 roS rar + h 时 


K: (3.12) 


k-1 
POMO 


(3.12) 的 右 端 是 正 项 收敛 级 数 
> MLE 
的 一 般 项 . 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 判 别 法 (简称 魏 氏 判别 
法 ) ,级 数 (3.9) 在 zeo 委 z 委 zo+ 刀 上 一 致 收敛 ,因而 序列 jp,(z)|j 
也 在 x 三 zx 二 xo+ hh 上 一 致 收敛 .命题 3 证 毕 . 
现 设 
limp, (x)= g(x), 
W p(z) 也 在 zo 三 x 三 xo。+h 上 连续 , 且 由 (3.8) 又 可 知 
| g(x)— y |<b. 
命题 4 2(z) 是 积分 方程 (3.5) 的 定义 于 zo 二 x 三 zo。+h 上 
的 连续 解 . 
证 明 ”由利 普 希 区 条件 
fa, pP Lx) fix, pol) léL 1 o, (1) - plz)! 
以 及 ip,(z)| 在 zo 三 rT 全 xo th E AMAT olx), BIRF J 
{和 f(z,gp,(z))| 在 zo 三 Xx 二 Xo + 有 上 一 致 收敛 于 f(xwswm《z)): 因 
而 ,对 (3.7) 两 边 取 极 限 ,得 到 


limp,(x)=y0 + lim| /(E,q,-,(8)dE 


=yo+t | limf(é,9,-1(€))dé, 


即 
,82 > 


el A IS o(E))dE, 


这 就 是 说 ,p(z) 是 积分 方程 (3.5) 的 定义 于 roSrSr th EV 
连续 解 .命题 4 证 毕 . 
命题 5 R y(z) 是 积分 方程 (3.5) 的 定义 于 1 <S1<Sx1,+h 
上 的 另 一 个 连续 解 , 则 g(x)= yl 2 <1< AH A). 
证 明 我 们 证 明 y(z) 也 是 序列 | p,(z) 首 的 一 致 收敛 极限 也 
数 . 为 此 ,从 
polx)= yo, 


a? | Flep (8de (n>1), 


a Í FCE, PLE)dE, 
可 以 进行 如 下 的 估计 
HOSTS IFCE PLE) dE<M(z - 20), 


COSTOS" FCE PAE) — FE PCE) Ide 
<L || Ipo(E) — ple) Ide 
e, (E zo)dé= 5y la - zo)’. 


Tas zo)” , 则 有 


AO O Eea 
aaa y IFCE, p.-i (E) - FUE PUE) Ide 
<L f lp -ı(£)- 9C€) dé 
< N TTET 
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当 A<0 时 ,显然 有 E(1)>0, y(1)>0(3 t> + 0%), A mA 
程 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 .又 由 (6.43) 知 , 当 A =0 时 ,& 轴 左 、 右 半 
轴 本 身 也 是 轨 线 ,而 当 AO 时 ,由 于 


(1) A ME 一 一生 dá 7 一 > oo 
HO ATTE 0( 当 i Ys 
且 当 += -分 时 ,&(1)=0, 可 知 轨 线 越过 7 轴 而 切 & 轴 于 原点 ,如 
图 (6.6a) 所 示 . 所 有 轨 线 毫 无 例外 地 沿 同一 个 方向 (& 轴 ) 趋 于 奇 
点 ,其 附近 轨 线 具有 这 种 性 态 的 奇 点 称 为 退化 结 点 .在 些 情形 , 奇 
点 是 稳定 的 ,因此 更 称 为 稳定 退化 结 点 . 


BE >0, 这 时 只 要 将 :一 + co 改 为 ti 一 -oo, 则 前 面 讨论 仍 
然 有 效 . 轨 线性 态 如 图 (6.6b) 所 示 , 奇 点 是 不 稳定 退化 结 点 . 


7 7 y 
O 
O 3 O E X 
(a) 4<0 (b) 4>0 (c) 
图 (6.6) 退化 结 点 


(2) b=c=0, 这 时 方程 组 (6.36) 取 形式 


dz _ 


dy _ Sue 
gr AL gq A=a=d, 


其 解 为 
alt)=Ae", y(1)=Be", 
于 是 


- 284 > 


时 ,积分 曲线 上 的 点 (z,p(z)) 的 纵 坐 标 满 足 不 等 式 
lølz)-olxo)l=lølr)- y i SMlz- zo| Sb. 
也 就 是 说 ,积分 曲线 弧 夹 在 域 B, PC, A BPC 的 内 部 ,当然 ,也 就 
不 超出 矩形 R 命题 2 中 所 有 函数 y= p, (z) 都 可 在 
<A) + h 上 确定 , 它 的 图 形 都 夹 在 域 BPC 的 内 部 ,自然 , 它 
的 极限 图 形 即 积分 曲线 y= p(x) 也 不 超出 域 BPC 的 范围 . 
附注 2 由 于 利 普 希 区 条 件 比 较 难 于 检验 ,常用 fa, y E R 


上 有 对 y 的 连续 偏 导数 来 代替 .事实 上 ,如 果 在 R L REEE 


MER 上 有 界 . 设 在 R Elf |< 这 时 
y y 


[f(x ,91) fe y) | = AA 


<Lly,- yl, 
这 里 (z,y),(z,y)ER,0<0<1. 但 反 过 来 满足 利 普 希 茨 条 件 
的 函数 F(z ,y) 不 一 定 有 偏 导数 存在 .例如 ,函数 f(x,y)=|y| 在 
任何 区 域 都 满足 利 普 希 茨 条 件 ,但 它 在 y=0 处 没有 导数 . 
附注 3 设 方程 (3.1) 是 线性 的 , 即 方程 为 


2 =P(a)y+ Q(z), (2.28) 


那么 容易 知道 , 当 PCr), Q(x) 在 区 间 [a,B] 上 为 连续 时 ,定理 1 
的 条 件 就 能 满足 ， 

不 仅 如 此 ,这 时 由 任 一 初 值 (zu ,ye) , 20 E [a,B] 所 确定 的 解 
在 整个 区 间 [a,8] 上 都 有 定义 . 

事实 上 ,对 于 一 般 方程 (3.1), 由 初 值 所 确定 的 解 只 能 定义 在 
Le xo | 过 h 上 ,这 是 因为 在 构造 逐步 逼近 函数 序列 | y, (xz)1 时 ,要 
求 它 不 越 出 原来 的 矩形 区 域 R. 而 现在 , 右 端 函数 对 y 没有 任何 限 
制 , 为 了 证 明 我 们 的 结论 , 警 如 取 M= max | Po) yo + Q(z)| ,而 
逐 字 重 复 定理 的 证 明 过 程 , 即 可 证 由 (3.7) 所 作出 的 函数 序列 
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Y = y | 


1p,(z)j 在 整个 区 间 [c ,8] 上 都 有 定义 和 一 致 收敛 .、 
2. 现在 考虑 一 阶 隐 方程 
F(x,y,y )=0, (3.15) 
根据 隐 哨 数 存 在 定理 ,者 于 (xo ,yo ,wo) 的 某 一 领域 内 下 连续 且 


F(xo ,yo 人 )=0, 而 和 7 天 0, 则 必 可 把 y 唯 一 地 表 为 z,y 的 函数 


y =fíx,y), (3.16) 
HB F(z,y) 于 (zo,yo) 的 某 一 邻 域内 连续 , 且 满 足 
Yo = f(xo A A 
更 进一步 ,如果 下 关于 所 有 变 元 存在 连续 偏 导数 , 则 fx, y) 
对 x,y 也 存在 连续 偏 导数 ,并 且 


af _ _9F /oF 


显然 它 是 有 界 的 .于 是 依 定理 1, 方程 (3.16) 满 足 初始 条 件 v(zv ) 
= yo 的 解 存在 且 唯 一 , 即 方程 (3.15) 的 过 点 (x,，, yO ERRE 
为 ys 的 积分 曲线 存在 且 唯 一 0. 这样 便 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 2 如 果 在 点 (zo ,yo，,y'6) 的 某 一 邻 域 中 ， 

PF, y y ) 对 所 有 变 元 (zx,y,y ) 连 续 , 且 存在 连续 偏 导 
数 ; 

2 Fizosyory0)=0; 


3 isa 'y 0) .20 


则 方程 (3.15) 存 在 唯一 解 
y=y(z),|z=-zojl 和 hn (hh 为 足够 小 的 正 数 ) 
满足 初 值 条 件 


@ ”这 里 关于 解 的 存在 唯一 性 是 这 样 理解 的 :对 任意 给 定 的 一 组 值 ( zo，, yo 10)», 
F(zxo,y0,y0)=0, 方 程 (3.15) 的 沿 已 给 方向 yo 通过 点 ( xo , yo) 的 积分 曲线 有 且 只 有 
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y(z0)=y0» y (zo)= yo- (3.18) 
3.1.2 近似 计算 和 误差 估计 


存在 唯一 性 定理 不 仅 肯定 了 解 的 存在 唯一 性 ,并 且 在 证 明 中 
所 采用 的 逐步 逼近 法 在 实用 上 也 是 求 方程 近似 解 的 一 种 方法 .在 
估计 式 (3.14) 中 令 y(xz)= g(xz), 我 们 就 得 到 第 ”次 近似 解 
9,( 工 ) 和 真正 解 p(z) 在 区 间 |z 一 zo| 三 h 内 的 误差 估计 式 

e ADS A (3.19) 

这 样 ,我 们 在 进行 近似 计算 时 ,可 以 根据 误差 的 要 求 ,选取 适当 的 
逐步 逼近 函数 o, (x). 

例 1 JAP- z? + 交 定 义 在 矩形 域 R: -1<z<1, -1< 
y 1 上 , 试 利用 存在 唯一 性 定理 确定 经 过 点 (0,0) 的 解 的 存在 区 
间 ,并 求 在 此 区 间 上 与 真正 解 的 误差 不 超过 0.05 的 近似 解 的 表 
ER. 

解 这 里 M= max | fx, y)! =2,h 是 a=1 Ry =>3=% 
LR TS E E 
常数 可 取 为 L =2, 因 为 


9 
32] =|2y41X2=E: 
y 


根据 (3.19) 
e ns ME = 区 payo 
1 
-tr Dt, 
- Lo otoa 
因而 可 取 n=3. EXE, ryp g a ag? 0S RARA 
作出 如 下 的 近似 表达 式 


. B7 ù 


po(x)=0, 


o (1)= | LE + pe) lde=2, 


a? 

3 
pta) = | [e TOE A 
pta) = || [E + o (£)]dE 


6 t0 14 

Pla E28 è 
= | (e +30) 
3 7 11 15 
网 E: ~ 2x zx 
ii 


E = 上 ,这 个 解 与 真正 


pi(z) 就 是 所 求 的 近似 解 . 在 区 间 — 
解 的 误差 不 会 超过 0.05. 


| 一 


ELE 


$ 383.15 


AAA 


1. FAR = + y 通过 点 (0,0) 的 第 三 次 近似 解 . 


2 RIAR =r- 通过 点 (1,0) 的 第 二 次 近似 解 
3. 求 初 值 问 题 


EIA 


y(-1)=0 
的 解 的 存在 区 间 ,并 求 第 二 次 近似 解 ,给 出 在 解 的 存在 区 间 的 误差 估计 . 
4. 讨论 方程 


在 怎样 的 区 域 中 满足 解 的 存在 唯一 性 定理 的 条 件 ,并 求 通过 点 (0,0) 的 一 切 
解 

S. 叙述 并 用 逐步 盘 近 法 证 明 关 于 一 阶 线性 微分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 
定理 . 
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6. 证 明 格 朗 沃 尔 (Gronwall) 不 等 式 : 
设 天 为 非 负 常数 ,f(t) 和 g(t) 为 在 区 间 a 三 :三 8 上 的 连续 非 负 函数 ， 
且 满 足 不 等 式 


fU)<K + rg, «<:Sg, 
则 有 
7COs<Kexp(| g(s)ds ),a<t<p. 


并 由 此 证 明定 理 1 的 命题 5. 

7. BRAR f(r, y) Fro yo) 的 邻 域内 是 y 的 不 增 函 数 , 试 证 方程 
(3.1) 满 足 条 件 y(xo)= yo 的 解 于 x 宇 zo 一 侧 最 多 只 有 一 个 . 

8. MRAR f(x,y) 于 带 域 a 三 x 三 8 上 连续 且 关 于 y 满足 利 普 希 茨 条 
件 , 则 方程 (3.1) 满 足 条 件 >(zo)= yo 的 解 于 整个 区 间 [a,B8] 上 存在 且 唯 一 . 
试 证 明之 . 

Ba: HAD, M= max |f(x,y0)1.) 

9. R F(z) 定 义 于 - co<xz<+oco, 满 足 条 件 

[fa -zs:)| 入 NIz - x,|, 

其 中 N<1, 证 明 方程 x = F(z) 存 在 唯一 的 一 个 解 . 

(提示 : 任 取 zo , 作 逐 步 逼 近 点 列 r, = f(x,)(n=0,1,2,…), 然 后 证 
A r 收敛 于 方程 的 唯一 解 .) 

10. 给 定 积分 方程 


8(z)= fla) tA f K(z,6)9(6)d6， (+) 


其 中 f(z) 是 [a ,5] 上 的 已 知 连续 函数 ,K(x,&) 是 ASIS a<E<O 上 的 
已 知 连续 函数 .证 明 当 | 足够 小 时 () 是 常数 ) ,(* ) 在 [a,b] 上 存在 唯一 的 
连续 解 . 
(提示 : 作 逐 步 逼 近 函 数 序列 
po(T)= f(x), 


Pasi (x)= f(x) +A | K(x,8)p, (8)de (m=0,1,2-=).) 


$3.2 AHJ WE fh 


3 3.1 中 解 的 存在 唯一 性 定理 是 局 部 性 的 , 它 只 肯定 了 解 至 
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DER |x ~ xol <h, h = min( a, 瞧 ) 上 存在 .可 能 出 现 这 样 的 


情况 , 即 随 着 F(z,y) 定 义 区 域 的 增 大 ,我们 能 肯定 的 解 存 在 的 区 
间 反 而 缩小 .例如 ,3.1.2 中 的 例 1, 当 定义 区 域 为 R: 一 1 三 zr 达 1， 


-1<y<1 时 ,h = 广 ; 当 定义 区 域 为 R: 2<1<2, -2<y<2 
时 ,M=8,h =min{2, 名 = 所- 这 种 局 部 性 使 我 们 感到 非常 不 江 
意 , 而 且 实 践 上 也 要 求解 的 存在 区 间 能 尽量 扩大 , 解 的 延 拓 的 概念 
就 自然 产生 了 .下 面 讨 论 解 的 延 拓 的 概念 ,通过 它 我 们 可 以 将 
$3.1 中 存在 唯一 性 定理 中 的 局 部 结果 变 为 适用 于 较 大 的 范围 . 

假设 方程 (3.1) 右 端 函 数 F(z,y) 在 某 一 区 域 G 内 连续 , 且 关 
于 y 满足 局 部 的 利 普 希 茨 条 件 , 即 对 于 区 域 G 内 的 每 一 点 ,有 以 
其 为 中 心 的 完全 含 于 G 内 的 闭 和 矩形 R 存在 ,在 R 上 f(x,y) 关 于 
y 满足 利 普 希 医 条件 ( 对 于 不 同 的 点 , 域 R 的 大 小 和 常数 工 可 能 
不 同 ). 

设 方程 (3.1) 的 解 y= g(xz) 已 定义 在 区 间 | x - zrol Sh E, 
HAB r= xo+ 有 ,然后 以 (zi,yi) 为 中 心 ,( 这 里 (xz, ,wi ) 即 图 
(3.2) 中 的 Qi 点 ,yw = p(xo + 有 hh)) 作 一 小 的 矩形 ,使 它 连同 其 边 
界 都 含 在 区 域 G 的 内 部 .再 运用 $3.1 中 的 存在 唯一 性 定理 ， 
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知道 存在 h, >0, 使 得 在 区 间 |x -=- zil 委 AP 上 ,方程 (3.1) 有 过 
(zi,yi) 的 解 y=V(Cz), 且 在 zx=zi 处 有 wz)=eo(z). 由 于 唯 
一 性 ,显然 在 解 y= y(xz) 和 解 y= p(x) 都 有 定义 的 区 间 zi- h, 
过 I 三 XT1 上 ,J(z)= p(xz). 但 是 在 区 间 r <1<x3,+h, ER y 
= y(x) 仍 有 定义 ,我 们 把 它 看 成 是 原来 定义 在 区 间 | x — 2x1 <h 
上 的 解 y= olx) AD H EH, A RREK toh, 
Xo 十 hh 二 有 上 确定 方程 的 一 个 解 

olx), ro-h<iS<z.+h, 
To Hth SIST hth 
即将 解 延 拓 到 较 大 的 区 间 zo 一 hh 二 x 志 x。+h+ 有 ,上 .再 令 x,= 
Tit hi, y = pl +h), UR (xa, y) EG, RIXT ARA 
(za Y ) 为 中 心 , 作 一 小 矩形 ,使 它 连 同 其 边界 都 含 在 区 域 G 内 . 
仿 前 ,又 可 以 将 解 延 拓 到 更 大 的 区 间 zu hi1, + h,= £o + 
+Ai+Ahz 上 ,其 中 心 是 某 一 个 正常 数 .对 于 z 值 减 小 的 一 边 可 
以 同样 讨论 ,使 解 向 左 方 延 拓 . 用 几何 的 语言 来 说 ,上 述 解 的 延 拓 ， 
就 是 在 原来 的 积分 曲线 y = g (xz) 左右 两 端 各 接 上 一 个 积分 曲线 
段 ( 参 看 图 (3.2)). 上 述 解 的 延 拓 的 办 法 还 可 继续 进行 ,最 后 我 们 
将 得 到 一 个 解 y= g(xz), 它 已 经 再 也 不 能 向 左右 方 继续 延 拓 和 了 . 
这 样 的 解 称 为 方程 (3.1) 的 饱和 解 . 任 一 饱和 解 y= s(x) 的 最 大 
存在 区 间 必 定 是 一 个 开 区 间 a< x < 8. 因 为 如 果 这 个 区 间 的 右 端 
是 闭 的 ,那么 8 便 是 有 限 数 , 和 且 点 (8B,5(B))E€ G. 这 样 一 来 , 解 
y= $(z) 就 还 能 继续 向 右 方 延 拓 , 从 而 它 是 非 饱 和 的 .对 左 端 点 a 
可 同样 讨论 .我 们 要 问 ,究竟 解 y= p(xz) 向 两 边 延 拓 的 最 终 情况 
如 何 呢 ?这 一 问题 可 以 由 下 面 的 解 的 延 拓 定理 来 回答 . 

现在 我 们 不 加 证 明 地 引进 下 面 的 定理 . 

解 的 延 拓 定理 ”如果 方 程 (3.1) 右 端的 函数 (r, EAR 
区 域 G 中 连续 , 且 在 G 内 关于 y 满足 局 部 的 利 普 希 茨 条 件 ,那么 
方程 (3.1) 的 通过 G 内 任何 一 点 (zuo,yo) 的 解 y= g(x) 可 以 延 
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y= 


A ,直到 点 (z,p(z)) 任 意 接 近 区 域 G 的 边界 .以 向 z 增 大 的 一 
方 的 延 拓 来 说 ,如 果 y= p(z) 只 能 延 拓 到 区 间 7 <x<d 上 , 则 
当 z 一 时 ,(z,p(z)) 趋 于 区 域 G 的 边界 . 

推论 ”如果 G 是 无 界 区 域 , 在 上 面 解 的 延 拓 定 理 的 条 件 下 ， 
方程 (3.1) 的 通过 点 (zo，, yo) 的 解 y=Pp(z) 可 以 延 拓 ,以 向 a 增 
大 的 一 方 的 延 拓 来 说 ,有 下 面 的 两 种 情况 : 

(1) 解 y= olx) TUEK do, +o); 
或 

(2) 解 y= g(xz) 只 可 以 延 拓 到 区 间 [x, ,ad), 其 中 4 HAR 
数 , 则 当 x 一 d 时 ,或 者 y= 9p(z) 无 界 , 或 者 点 (z,p(z)) 趋 于 区 
域 G 的 边界 . 

例 1 讨论 方程 = 
的 解 的 存在 区 间 . 

解 TALARA ARES Ory 平面 上 且 满 足 解 的 存 
在 唯一 性 定理 及 解 的 延 拓 定理 的 条 件 . ee 


= 本 ce- . 故 通过 点 (0,0) 的 解 为 y= 一, 这 个 解 的 存在 区 间 


为 - <x< + oo. 通过 点 (In 2, -3) 的 解 为 y= 了 二 所 ,这 个 解 的 
存在 区 间 为 0<x< + %( 参 看 图 (3.3)). 注 意 ,通过 点 (ln 2, 一 3) 
的 解 y= 了 一 到 + co ,但 对 于 xz 减少 的 一 方 来 


说 ,向 左 方 只 能 延 拓 到 0, 因 为 当 z->0, i, y>- o .这 相当 于 解 
的 延 拓 定理 推论 中 (2) 的 第 一 种 情况 . 

例 2 讨论 方程 代 =1+ ln xz 满足 条 件 y(1) = 0 的 解 的 存在 
区 间 . 

解 ” 方 程 右 端 函数 于 右 半 平 面 x >0 上 有 定义 且 满 足 解 的 延 


拓 定 理 的 条 件 .这 里 区 域 G( 右 半 平 面 ) 是 无 界 开 域 ,y 轴 是 它 的 边 
- 92. 


ná 


(3.3) 


界 .容易 求 得 问题 的 解 y= zln zx, 它 于 区 间 0<z<+co 上 有 定 
AEREA 20 时 > 一 0, 即 所 求 问 题 的 解 向 右 方 可 以 延 拓 到 
+ co ,但 向 左 方 只 能 延 拓 到 0, 且 当 x 一 0 时 积分 曲线 上 的 点 (z， 
y) 趋 各 于 区 域 G 的 边界 上 的 点 ,这 对 应 于 延 拓 定理 推论 中 (2) 的 
第 二 种 情况 . 

最 后 我 们 指出 ,应 用 上 述 定理 推论 的 结果 不 难 证 明 : 如 果 函 数 
f(z,y) 于 整个 Ory 平面 上 有 有 定义、 连续 和 有 界 ,同时 存在 关于 y 
的 一 阶 连续 偏 导数 , 则 方程 (3.1) 的 任 一 解 均 可 以 延 拓 到 区 间 


=-00XI<+0, 


$3.3 解 对 初 值 的 连续 性 和 可 微 性 定理 


在 $3.1 存在 唯一 性 定理 的 证 明 中 ,我 们 把 初 值 (x,, y, ) 看 作 
固定 的 .显然 ,假如 (zu, yo ) 变 动 , 则 相应 的 初 值 问题 的 解 也 将 随 
之 变动 ,也 就 是 说 , 初 值 问题 的 解 不 单 依 赖 于 自 变量 xz, 同时 也 依 
赖 于 初 值 (zu ,yo). 因 此 ,在 考虑 初 值 变动 时 , 解 可 以 看 作 三 个 变 
元 的 函数 而 记 为 
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y=plx,i0 yo)», 


它 满 足 Yo 7 AET Tor Yo). 
下 面 我 们 着 重 讨 论 解 关 于 初 值 的 一 些 基 本 性 质 . 


3.3.1 解 关 于 初 值 的 对 称 性 


解 关于 初 值 的 对 称 性 定理 设 方程 (3.1) 的 满足 初 值 条 件 
y(zo)= m% 的 解 是 唯一 的 , 记 为 y=p(z,zo,yo), 则 在 此 表达 式 
中 ,(z,y) 与 (zo,yo) 可 以 调换 其 相对 位 置 , 即 在 解 的 存在 范围 内 
成 立 着 关系 式 

Yo = plxo, 1, y). 

证 明 在 上 述 解 的 存在 区 间 内 任 取 一 值 x,, Hi y, = 
gpg(zi,Xo,Y0), 则 由 解 的 唯一 性 知 过 点 (zx, yw) 的 解 与 过 点 
(zo ,yo) 的 解 是 同一 条 积分 曲线 , 即 此 解 也 可 写 为 

SOLA id 
并 且 ,显然 有 ye = p(zuyzi,yi). 注 意 到 点 (zi,y) 是 积分 曲线 上 
任意 一 点 ,因此 关系 式 yo = op(zu,zyy) 对 该 积分 曲线 上 的 任意 点 
(z,y) 均 成 立 ,这 就 证 实 了 我 们 的 论断 . 


3.3.2 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 


首先 我 们 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 MRAZ f(z,y) 于 某 域 D 内 连续 , 且 关 于 y 满足 利 
普 希 欧 条件 ( 利 普 希 区 常数 为 L), 则 对 方程 (3.1) 的 任意 两 个 解 
PAR y(z), 在 它们 公共 存在 的 区 间 内 成 立 着 不 等 式 

1p(z)- yz)l< ip(zo) -p(xo) le Deo vi 

其 中 zo 为 所 考虑 区 间 内 的 某 一 值 . 

WR i olr), y(r) FKE] a 三 x 三 5 上 均 有 定义 , 令 

Vízx)=lplx)-gpla)l', a<x<b, 
则 
. 04 + 


V(x)=2[p(x)- pm Mp) fx, p) 1 E2LV (zx), 
于 是 
SCV(z)e2e)s0. 
T 


因此 ,对 xoEla, b], A 
V(x)<V(rz)e 0, rr <r<ob. 
对 于 区 间 a<i<x0,S - a=t,1$F MU T= to MAR (3.1) 
变 为 


d 一 一 _— 
dt Fl ty), 


FADHEBR y= p(— 11M y= yt). 
类 似 上 述 推演 过 程 , 令 o(ti)=[p(-i)+y%-t)] ,可 得 
dalla Os CEE 
注意 到 olt)|, -5 V(r)K olta) = V(xo), 就 有 
V(r)<V(ro)e aa ， a<i<to. 
因此 
Víx)=V(lr Je, a«<x,x<b, 
两 边 取 平方 根 即 得 (3.20) 
解 对 初 值 的 连续 依赖 定理 假设 f(r, y) FR G 内 连续 且 关 
于 y 满足 局 部 利 普 希 欧 条 件 ,(zu,ye)EG,y=ep(Cz,zo,yo) 是 方 
程 (3.1) 的 满足 初 值 条 件 y(zo) = yo 的 解 , 它 于 区 间 a<x<b E 
有 定义 (a 三 x 三 6b), 那么 ,对 任意 给 定 的 e>>0, 必 能 找到 正 数 6 = 
6(e,a,b), 使 得 当 
(CR Tt 
时 ,方程 (3.1) 的 满足 条 件 y(zo) = Y IR y= p(x ,zo Jo EK 
fal a 三 x 三 5 上 也 有 定义 ,并 且 
pla, Zo: Yo) pla ro yo) Se, aSr 
(参看 图 (3.4)).， 
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图 (3.4) 


证 明 首先 ,注意 到 积分 曲线 段 S:y = olr, to, y) = 
plxMa<1i<b) E Ory 平面 上 一 个 有 界 闭 集 ,又 按 假 定 对 S 上 
每 一 点 (z,y) 必 存在 一 个 以 它 为 中 心 的 开 圆 C,CCG ,使 在 其 内 
HRR /(z,y) 关 于 y 满足 利 普 硕 茨 条 件 . 因 此 ,根据 有 限 覆 盖 定 
理 ,可 以 找到 有 限 个 具有 这 种 性 质 的 圆 C; (i = 1,2,…,NN), 并 且 
它们 的 全 体 覆 盖 了 整个 积分 曲线 段 S.i r AACH, L A 


flay) F C, 内 的 相应 的 利 普 希 蒋 常 数 . 令 G= UC, WA SC 
CCG, 且 4G 的 边界 与 S 的 距离 o>0. 对 预先 给 定 的 。>0, 若 取 
y=min (e,p/2) 及 L=max(L,,L,,"",Ly), 

WA S 上 每 一 点 为 中 心 , 以 7 为 半径 的 圆 的 全 体 ,连同 它们 的 圆 
周一 起 构成 包含 S 的 有 界 闭 域 DCG, 且 f(x,y) 在 D 上 关于 y 
满足 利 普 希 茨 条 件 , 利 普 希 茨 常数 为 工 . 

其 次 ,我 们 断言 , 必 存 在 这 样 的 正 数 8=8(e,a,b)(8< y), 
使 得 只 要 2, ,yo 满 足 不 等 式 

(T= O O, 

则 解 y= g(x ,zo ,yo) 硅 yg(z) 必 然 在 区 间 a 三 zx 志 5 上 也 有 定义 . 

事实 上 ,由 于 DD 是 一 个 有 界 闭 域 , 昌 f(xz,y) 于 其 内 关于 y 
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满足 利 普 硕 茨 条 件 , 由 上 面 延 拓 定 理 知 道 , 解 y= olr, Zo, Yo) 
能 延 拓 到 区 域 D 的 边界 上 . 设 它 在 DD 的 边界 上 的 点 为 (c,y(c)) 
和 (4d ,y(d)),c<d, 这 时 必然 有 c 委 a ,d 宇 5b. 因为 否则 设 c > a ， 
d< b, WAS HERA 

pla) olx) Sl yl) - ptr let, cKrLd. 


注意 到 plr) ERRE, 8, = 二 7e A 6, >0 AF 


在 ,使 当 | r- zo| 委 0 时 ,有 |p(z)-p(zrzo)1<0. 取 9= 
min(0 ,0,) MIT, 一 zo) + (50 -— 10) 二 6 时 ,就 有 
Ilr) - olr) SIYE) TES 
<(| plz) ~- plan d+ llar) pz y y) e! 
入 2(| YT) - plz + pla) pr ere! 
<2(|5 = yo [f + 9 en" 
魏 401e ”=y,， c<xi<d, (3.21) 
于 是 |YCz)- p(z)|1<7 对 一 切 zE[c,d] 成 立 , 特 别 地 有 
1y%(c)-p(Cc)I<7，10d)-p(da)1<7， 
BAC, yle) Eld, pld) HRE D 的 内 部 ,而 不 可 能 位 于 D 
的 边界 上 .这 与 假设 矛盾 ,因此 , 解 %(z) 在 区 间 [a ,5] 上 有 定义 . 
在 不 等 式 (3.21) 中 将 区 间 [c,4a] 换 成 [a,6b], 可 知 , 当 
(Zo 一 ZX0) +o- 10) << HA 
plz, Zoo) - pl rio y) <y<e, a<i<b, 
这 正 是 所 要 证 的 结论 . 
附注 ” 当 把 解 pg(z,zo,yo) 视 为 自 变量 r 和 初 值 (zu,y ) 的 
三 元 函数 时 ,从 上 述 定 理 可 以 推 知 它 是 三 元 连续 函数 .事实 上 ， 
2(z,zo,yo) 对 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,因而 对 任 给 es >0, 必 能 
找到 9, >0, 使 得 当 |z -zx|< 8 时 ,有 


[9(z,70,y0) = plas ro,y)|<5, Tz,rEla, Wk 
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另 一 方面 ,由 解 对 初 值 的 连续 依赖 定理 ,总 存在 这 样 的 6, >0, 使 
-1E A ~ To y + (yo 一 yo) 坏人 2 时 ,有 
[p(x,z0y0) — plazo JO <> xEla,bl. 
取 ô= min( ð; ,9,) , 则 只 要 (去 ay T EA ~ £o y T (Yo E Y.) < 
9 ,就 有 
plz, Yo) 一 PLE, Xo ,Yo ) | 
<|o(z,i Jo) p(T Lo» Yo) + plis £o 10) — px, zo yo)! 


E € 
< 本 + 记 =e， 


这 说 明 p(z,zoyyo) 在 (z,zo,yo) 连 续 . 

对 于 任 一 (zo,yo)EG, 由 解 的 存在 唯一 性 定理 及 解 的 延 拓 定 
理 得 知 ,存在 we (ze,yi),8(zo,yo) 使 得 (3.1) 有 饱和 解 y = 
olx. MJEX Tal m)i<x<Blxzo mm). 

V=l(x,x0.»o)eaelxo, y )<x<Blxo Et 

这 时 , 解 y= op(z,zo,yo) 作 为 三 元 函数 存在 于 V 上 ,我 们 可 以 推 
得 y= g(xz,zo,yo) 在 V 上 是 连续 的 . 

事实 上 , 任 给 (zz Zo J) EV Ry p(x ,zo ,56) 作 为 xz 的 
明 数 , 它 的 最 大 存在 区 间 必 会 包含 Z, zx。. 所 以 存在 闭 区 间 
a 委 z 委 0, 使 得 p(x ,zo ,5) 在 其 上 有 定义 ,其 中 a<z,z <b. 
由 附注 即 知 plz, yo) ECZ, Zo y) EA AA, i, 
Fo) E V 的 任意 性 ,我 们 可 将 解 对 初 值 的 依赖 关系 用 下 面 定理 来 
表述 . 

解 对 初 值 的 连续 性 定理 AREA f(x,y) 在 区 域 G 内 连续 ， 
且 关 于 y 满足 局 部 利 普 希 区 条 件 , 则 方程 (3.1) 的 解 y= pl, ze, 
yo ) 作 为 x ,zo ,yo 的 函数 在 它 的 存在 范围 内 是 连续 的 . 

我 们 还 可 以 讨论 含有 参数 4 的 微分 方程 


D= fa,y,2), (3.1), 
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H Gi RRR: 
G,:l[lx,y)EG, a<A<h. 

设 f(x,y,4) 在 G, 内 连续 , 且 在 G 内 一 致 地 关于 > 满足 局 
部 的 利 普 希 区 条 件 , 也 就 是 说 ,对 G 内 的 每 一 点 (xz,y,4) 都 存在 
Alr, y AJA PORER CCG ,使 得 对 任何 (xz ,yi ,4),(x,y,,4) 
E C ,成 立 不 等 式 

Flt: yi i) fl yA) EL y 1, 
其 中 工 是 与 4 无 关 的 正 数 .由 解 的 存在 唯一 性 定理 ,对 每 一 MoE 
(a,B), 方 程 (3.1), 的 通过 点 (zx,, yo) E G 的 解 唯一 确定 .我 们 把 
这 个 解 记 为 y= p(x ,zo ,yo,40), 于 是 有 yo = g(xo ,xo ,yo ,40). 

类 似 地 ,我 们 可 以 得 到 下 面 的 结果 : 

解 对 初 值 和 参数 的 连续 依赖 定理 设 f(z,y,4) 在 G, 内 连 
续 , 且 在 G 内 关于 > 一 致 地 满足 局 部 的 利 普 希 茨 条 件 , (zu, yo， 
A0)EG ,y= oT, zos yo,40) 是 方程 (3.1)， Murla yo) A 
解 ,在 区 间 a 三 x 三 5 上 有 定义 ,其 中 axr <b, RA, IERA 
定 的 s>0, 可 以 找到 正 数 86= 6(e,a,b), 使 得 当 

(元 一 zo) + (Fo yo)? + (A Ap) < 
时 ,方程 (3.1), 通过 点 (天 ,加 ) 的 解 y= olr, Z 7, A EXA 
a<Zz 和 0 上 也 有 和 定义 ,并 且 

lola, Zo Hor A) p(T, To Yoh0) <E, aS<xi<ob. 

解 对 初 值 和 参数 的 连续 性 定理 NR y A EG, 内 连续 ， 
HE G 内 关于 y 一致 地 满足 局 部 的 利 普 希 世 条件 , 则 方程 
(3.1), 的 解 y= plr, zos yo AMEH £, £o, yo A 的 函数 在 它 的 
存在 范围 内 是 连续 的 . 


3.3.3 解 对 初 值 的 可 微 性 


进一步 ,我 们 讨论 解 对 初 值 的 可 微 性 , 即 解 y= oC, xo, yo) 
,99 + 


关于 初 值 (zx, y,) 的 偏 导数 的 存在 性 和 连续 性 .我 们 有 如 下 定理 . 
解 对 初 值 的 可 微 性 定理 ” 若 函 数 f(x IAB ERA G 


内 连续 , 则 方程 (3.1) 的 解 y= olx, To, yo EX 1,10, yo IAK 
在 它 的 存在 范围 内 是 连续 可 微 的 . 


证 明 H ERR G 内 连续 , 推 知 f(z,y) 在 G 内 关于 y 满 


足 局 部 利 普 硕 茨 条 件 . 因 此 ,在 定理 的 条 件 下 , 解 对 初 值 的 连续 性 
定理 成 立 , 即 y= 2p(z,zo,yo) 在 它 的 存在 范围 内 关于 2,200, y Æ 
连续 的 .下 面 进 一 步 证 明 对 于 也 数 p(xz,zo,yo) 的 存在 范围 内 任 


GE, Le, LE E 


AA ES 


(Az SKa, a AR IEK) OE MARA 
y=plxsi0. y) =p My= pCI, T + Axo, 10) = 4, 
EJ 


p=%+ | fix, pda 和 y=%+ | f(x,y)dr. 
“o zo+Az0 
于 是 
py-p=| Hzg)dz- | f(z,9)dz 
E pe fla, po 


+: URI > 


O 这 保证 了 pAYHAR—RIMLAEX,H Y Azo~0 时 少 - 98 一 0. 显 然 当 
Azo =0 时 有 p= q. 
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其 中 0< 9<1. 注 意 到 3 及 p,y 的 连续 性 ,我 们 有 
Ia prOtp=p))_ Ife), 
dy dy 1 * 
这 里 r 具有 性 质 : 当 Azv 一 0 时 r0, H% Ax, =0H r, =0.% 
似 地 ,有 


AZo 


其 中 n5 r 具有 相同 性 质 , 因 此 对 Azo 天 0 有 


| 


wi fz, p)dr =- flra Yo) trz, 


AZo 
* [afix,e) = JP 
l | Jy + y dx 
即 
_P oe 
e Axe 
是 初 值 问题 
dz _[9flx,p) 
E | 3y tri je» (3.22) 
a 


的 解 ,在 这 里 AL FO 被 看 成 参数 .显然 , 当 Ar = 0 时 上 述 初 值 问 
题 仍然 有 解 .根据 解 对 初 值 和 参数 的 连续 性 定理 ,知人 终了 9 是 x， 


Xo s zo Ag 的 连续 范 数 ,从 而 存在 
lim ?三 22 


az =0 Azo gzo 


而 了 是 初 值 问题 
Xo 


9y 


ANECA 
dx i 
z(xo)= — f(xo, Yo) 
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的 解 ,不 难 求 得 
JE =- feos yo exp 
显然 它 是 x ,xo ,yo 的 连续 函数 . 
同样 可 证 了 ?存在 且 连 续 .事实 上 , 设 y= p(x, zas yo + Ayo) 
=y 为 初 值 (zx。o ,yo + Ayo)(|Ayo | 三 a) 所 确定 的 解 .类 似 上 述 的 
推演 可 证 少 二 是 初 值 问 是 


dz _ 人 人 
(a! dy + rs |z, 
z(x.)=1 | 


J, AE laz), 


eo ee) 
其 中 rn RAHM: Ays >0 Ef r, —>0, E Ay, =084 r,=0. 
故 有 
$= Jim, xp Las), 

它 是 zx ,zo ,yo 的 连续 函数 . 

到 于 下 的 存在 及 连续 性 ,只 项 注意 到 y= pla, tos yo REA 
程 的 解 ,因而 

L= fla, pla, 2090), 

由 /及 9 的 连续 性 即 直接 推 得 结论 ， 


PA at 


习题 3.3 


Ted V9 


1. 假设 函数 Sr, yR REK G 内 连续 ,又 y= p(z,z ,wy EJ 
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程 (3.1) 满 足 初始 条 件 p(x ,zo ,yo ) = yo 的 解 , 试 证 了 2 存在 且 连 续 ,并 写 出 


其 表达 式 ， 
2. 假设 函数 P(z) 和 Q(z) 于 区 间 [a,8j 上 连续 ,y>=w(zyzo,yo) 是 方 


E 
e =P(x)y+Q(z) 
的 解 ,y = Po 20190) BRL, ERSE ,并 从 解 的 表达 式 出 发 ,利用 对 
参数 求 导数 的 方法 ,检验 所 得 结果 
3. 给 定 方 程 


de sn( 之 )， 


WRIT Too) IYE oY) AE zx。 =1,w=0 时 的 表达 式 . 


AXo i d yo 


4. E y= plr, Xo, yo, À) ÆW IE PEA 


S2 =sin(Azy), plo, Los YorÀ)= Yo 


的 饱和 解 , 这 里 4 是 参数 , 求 j ,了 2 在 (>,0,0,1) 处 的 表达 式 ， 


"83.4 % 解 


3.4.1 BHATE 


从 $2.4 例 2 中 我 们 看 到 对 某 些 微分 方程 ,存在 一 条 特殊 的 
积分 曲线 , 它 并 不 属于 这 方程 的 积分 曲线 族 .但 是 ,在 这 条 特殊 的 
积分 曲线 上 的 每 一 点 处 ,都 有 积分 曲线 族 中 的 一 条 曲线 和 它 在 此 
点 相 切 .在 几何 学 上 ,这 条 特殊 的 积分 曲线 称 为 上 述 积 分 曲线 族 的 
包 络 .在 微分 方程 里 ,这 条 特殊 的 积分 曲线 所 对 应 的 解 称 为 方程 的 
奇 解 . 

我 们 现在 给 出 曲线 族 的 包 络 的 定义 ,并 介绍 它 的 求法 . 
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设 给 定单 参数 曲线 族 
Dlx,y,c)=0, (3.23) 
其 中 c 是 参数 , B(x,y,r) 是 x,y,c 的 连续 可 微 函 数 .曲线 族 
(3.23) 的 包 络 是 指 这 样 的 曲线 , 它 本 身 并 不 包含 在 曲线 族 (3.23) 
中 ,但 过 这 曲线 的 每 一 点 ,有 曲线 族 (3.23) 中 的 一 条 曲线 和 它 在 这 
点 相 切 . 
例如 , 单 参数 曲线 族 
(a—c)+ y =R 
(这 里 R 是 常数 ,c 是 参数 ) 表 示 圆 心 为 (c,0) 而 半径 等 于 R 的 一 
族 圆 .此 曲线 族 显然 有 包 络 
y=R 和 y=-R 
( 见 图 (3.5)). 


7 IMF 


ws 


图 (3.5) 


但 是 ,一般 的 曲线 族 并 不 一 定 有 包 络 ,例如 同心 圆 族 ,平行 直 
线 族 都 是 没有 包 络 的 . 
由 微分 几何 学 可 知 ,曲线 族 (3.23) 的 包 络 包含 在 由 下 列 方程 
组 
Dlx,y,c)=0, 
J (324) 
消去 c 而 得 到 的 曲线 之 中 .此 曲线 称 为 (3.23) 的 c - 判别 曲线 . 必 
须 注意 ,在 c -判别 曲线 中 有 时 除去 包 络 外 ,还 有 其 他 曲线 . c - 判 
别 曲线 中 究竟 哪 一 条 是 包 络 尚 需 实际 检 验 . 
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例 1 求 直线 族 
xcos a + ysin a~ p=0 (3.25) 
的 包 络 ,这 里 a 是 参数 ,p 是 常数 . 
解 将 (3.25) 对 a 求 导 数 ,得 到 


— xsin a + ycos a =Q. (3.26) 
为 了 从 (3.25) ,(3.26) 中 消去 a ,将 (3.25) 移 项 ,然后 平方 ,有 
x’ cos a + y sin” a +2xyc0s asin a = p°, (3.27) 
将 (3.26) 平 方 ,又 得 
| a sina + y cos a — 2xycos asin a=0. (3.28) 
将 (3.27) 和 (3.28) 相 加 ,得 到 
ty=p, (3.29) 


容易 检验 ,(3.29) 是 直线 族 (3.25) 的 包 络 ( 见 图 (3.6)). 
例 2 RARR 


(y -4(r-c)=0 


(3.30) 
的 包 络 . 
解 将 (3.30) 对 c 求 导数 ,得 到 


a 


即 

y~c—-(z-e)=0. (3.31) 
为 了 从 (3.30) 及 (3.31) 消 去 c, 将 
(3.31) 代 人 (3.30) ,得 


(2-0 ac) =0, 


图 (3.6) 


Bp 


(2-0 (+-0)-5)]=0, 
Mai-c=0 得 到 
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YA (3.32) 


y= +. (3.33) 
因此 ,c — 判别 曲线 包括 两 条 曲线 (3.32) 和 (3.33) ,容易 检验 直线 
y = z 不 是 包 络 ,而 直线 "= x 一 所 是 包 络 ( 见 图 (3.7)). 


图 (3.7) 
我 们 现在 引进 奇 解 的 概念 .微分 方程 的 某 一 个 解 称 为 奇 解 ,如 
果 在 这 个 解 的 每 一 点 上 至 少 还 有 方程 的 另外 一 个 解 存 在 ,也 就 是 
说 奇 解 是 这 样 的 一 个 解 , 在 它 上 面 的 每 一 点 唯一 性 都 不 成 立 .或 者 
说 , 奇 解 对 应 的 曲线 上 每 一 点 至 少 有 方程 的 两 条 积分 曲线 通过 . 
从 奇 解 的 定义 容易 知道 一 阶 微分 方程 的 通 解 的 包 络 (如 果 它 
存在 的 话 ) 一 定 是 奇 解 ;反之 ,微分 方程 的 奇 解 (车 存在 的 话 ) 也 是 
微分 方程 的 通 解 的 包 络 .因而 ,为 了 求 微 分 方程 的 奇 解 ,可 以 先 求 
出 它 的 通 解 ,然后 求 通 解 的 包 络 . 
例如 ,我 们 为 了 求 $2.4 例 2 的 奇 解 ,可 以 从 通 解 (2.67) 出 
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发 ,容易 求 出 它 的 包 络 就 是 y= zz14, 因 而 , y= xz/4 就 是 方程 的 
SR. 

这 里 介绍 另外 一 种 求 奇 解 的 方法 . 

由 存在 唯一 性 定理 2 知道 ,如 果 F(x,y,y ) 关 于 x,y,y 连 
ATM JUEGA 就 能 保证 解 的 唯一 性 ,因此 , 奇 解 (存在 的 


话 ) 必 须 同时 满足 下 列 方程 


F(z,y,y )=0, M0 o, 
于 是 我 们 有 下 面 结论 : 
方程 
Ple, y.52)=0 (3.34) 
的 奇 解 包含 在 由 方程 组 
Pa a (3.35) 


消去 p 而 得 到 的 曲线 中 ,这 里 F(z,y,p) 是 xz,y,p 的 连续 可 微 
盟 数 .此 曲线 称 为 方程 (3.34) 的 p 一 判别 曲线 . p -判别 曲线 是 否 
是 方程 的 奇 解 , 尚 需 进一步 检验 . 
例 3 Ra (P) +y-1=0 的 奇 解 . 
解 从 
p +y-1=0, 
a 
消去 p 得 到 p - 判别 曲线 
y= tl. 
容易 验证 ,此 两 直线 都 是 方程 的 奇 解 .因为 容易 求 得 原 方 程 的 通 解 
为 
y=sinlx+c), 
而 y= tl 是 微分 方程 的 解 , 且 正好 是 通 解 的 包 络 . 
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d dy Y 
例 4 求 方程 y>=2z 2 - (2) 的 奇 解 . 


解 从 
| =p 
2x-2p=0 
消去 pía p- 判别 曲线 
y= x". 


但 y= 不 是 方程 的 解 , 故 此 方程 没有 奇 解 . 

应 该 强调 指出 ,上 面 介 绍 的 两 种 方法 ,只 是 提供 求 奇 解 的 途 
径 , 所 得 c -判别 曲线 或 p -判别 曲线 是 不 是 奇 解 ,必须 进行 
检验 . 


3.4.2 克 莱 罗 微分 方程 


形 如 
y= zp+f(p) (3.36) 
的 方程 , 称 为 克 莱 罗 { Clairaut) EI p 
的 连续 可 微 函数 


这 是 第 二 章 2.4.1 已 讨论 过 的 方程 类 型 ,由 于 这 类 方程 有 一 
些 特殊 的 性 质 ,我 们 在 此 再 作 进 一 步 地 讨论 . 


将 (3.36) 两 边 对 EOI = p 代入 , 即 得 


__dp ,dp 
p O I 


EJ) 


Plot f(p))=0. 


RL =0, 则 得 到 
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将 它 代 人 (3.36) ,得 到 
y=ca+ f(c), (3.37) 
这 里 c 是 任意 常数 ,这 就 是 (3.36) 的 通 解 . 
MR + (p)=0,RHEHM(3.36) SEX 
a+f(p)=0, 
y=xp + f(p) 
消去 p 也 得 到 方程 的 一 个 解 .注意 , 求 得 此 解 的 过 程 正 好 与 从 通 
解 (3.37) 中 求 包 络 的 手续 一 样 .可 以 验证 ,此 解 的 确 是 通 解 的 包 
络 . 由 此 ,我 们 知道 , 克 菜 罗 微 分 方程 的 通 解 是 一 直线 族 (在 原 方程 
中 以 ec AR p 即 得 ) ,此 直线 族 的 包 络 就 是 方程 的 奇 解 . 


例 5 求解 方程 y= zbp+ 二， 


(3.38) 


解 这 是 交 羔 罗 微 分 方程 ,因而 它 的 通 解 就是 
y=cr+— 
从 
2-3=0, 
Se 一 
中 消去 c ,得 到 奇 解 
y =4r. 


这 方程 的 通 解 是 直线 族 ,而 奇 解 是 通 解 的 包 络 ( 见 图 (3.8) ). 
例 6 求 一 曲线 ,使 在 其 上 每 一 点 的 切线 截 割 坐标 轴 而 成 的 
直角 三 角形 (如 图 (3.9) 中 的 三 角形 OAB ) 的 面积 都 等 于 2. 
解 ” 设 所 要 求 的 曲线 的 切线 方程 为 


依 题 意 有 ab 
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图 (3.8) 图 (3.9) 


而 


或 


y=x 2 +2, -2 
这 是 克 莱 罗 微分 方程 ,其 通 解 为 
y=c,21+2Y-c,=2c-cx (ci<0)， 
这 里 c= 土 V -cl 为 任意 常数 . 易 见 此 直线 族 的 每 一 条 直线 都 是 
满足 题 意 的 解 .现在 求 曲 线 族 的 包 络 , 亦 即 微分 方程 的 奇 解 .为 此 ， 
从 
o 
1 一 cz=0 
中 消去 c 得 微分 方程 的 奇 解 xy=1, 这 是 等 腰 双 曲线 ,显然 它 就 是 
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满足 要 求 的 曲线 ， 
CIA 
2 


$ 习题 3.4 


AAA 


1. 解 下 列 方程 ,并 求 奇 解 (如 果 存 在 的 话 ): 
9 (E) 


a). 1+ (Y) ,并 面 出 积分 曲线 图 


(LY + D ->=0, 并 画 出 积分 曲线 图 
(5) (32) +22 32- y=0; i 
o (2) AE) -10 


dx 
z dy_1f(dyy 
(9) y=22 +32 (2) 5 
dy Y dy 
(10) (2) Hr+ 0 y=0. 


2. 求 下 列 曲线 族 的 包 络 ,并 绘 出 图 形 : 

(1) y=cx+c?; 

(2) c? y+ cr? -1=0; 

(3) (z 一 c) +(y-c)=4; 

(4) (r-c) +y =4c. 

3. 求 一 曲线 ,使 它 上 面 的 每 一 点 的 切线 截 割 坐标 轴 使 两 截 距 之 和 等 于 
常数 a. 

4. 试 证 :就 殉 莱 罗 微 分 方程 来 说 ,p -判别 曲线 和 方程 通 解 的 c 一 判别 
曲线 同样 是 方程 通 解 的 包 络 ,从 而 为 方程 的 奇 解 . 
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“8$3.5 数值 R 


在 实用 上 有 重大 意义 的 很 多 微分 方程 ,即使 它们 能 满足 上 述 
的 甚至 更 广泛 的 解 存 在 唯一 性 条 件 ,但 它们 的 解 常 常 不 能 表达 成 
初等 函数 的 形式 .对 于 这 类 微分 方程 的 解 的 讨论 ,除了 我 们 将 在 第 
六 章 中 介绍 的 稳定 性 、 定 性 方法 之 外 ,最 常用 的 方法 就 是 数值 积 
分 ,也 就 是 对 微分 方程 进行 数值 解 ,这 方面 已 形成 了 一 门 独立 的 学 
科 . 

这 里 仅 简 单 介绍 最 常用 且 最 基础 的 两 种 数值 解法 ,要 深入 学 
习 可 以 参考 有 关 书 籍 ” . 


3.5.1 欧 拉 方法 


求 微分 方程 的 初 值 问题 
A = fa, y), y( zo) = yo (3.39) 


的 解 y= y(x), 可 以 从 初 值 条 件 >(zo) = yo 出 发 ,按照 一 定 的 步 
长 h, 依 某 种 方法 逐步 计算 微分 方程 解 >(z) 的 近似 值 y, = 
y(X,), 这 里 x, = xt n*h. 这 样 求 出 的 解 称 为 数值 解 .由 于 数字 
计算 机 的 发 展 ,通过 数值 解 及 其 相应 的 图 形 软件 使 我 们 方便 简捷 
地 了 解 微 分 方程 的 解 随时 间 及 参数 变化 时 的 形状 ,而 不 必 直 接 求 
出 解 来 ,数值 解 方 法 成 为 分 析 微 分 方程 的 有 力 工 具 . 

欧 拉 曾 简单 地 用 差分 代替 微分 ,方程 (3.39) 可 化 为 

Yari “Yn th f(x sy), £n = Lom RA (3.40) 

称 为 欧 拉 (Euler) 公 式 . 即 在 Ory 平面 方程 的 解 曲线 y= y (a) E, 
取 过 点 (zv,y ) 的 切线 (斜率 为 f(z, ,y, )), 当 工 =x, ,1 时 ,在 切线 
上 截取 的 y= y,, ,作为 解 的 近似 值 . 

欧 拉 公式 相当 于 将 解 yl ,1 ) = y(z, + h) 用 泰勒 级 数 展开 ， 
只 取 一 次 项 ,其 局 部 截断 误差 为 六 的 常数 倍 
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Yta) = ya + hy (a +57 a) + Tt 


O(h’)=y,11 + O(h’), 
因此 , 欧 拉 公式 的 局 部 截断 误差 可 写 为 
ylz) =y =0(h*). 
用 一 种 方法 ,其 局 部 截断 误差 为 步 长 h 的 O(h*' ) 时 称 此 方 
法 有 p 阶 精 度 , 因 此 , 欧 拉 方法 有 1 阶 精 度 . 
如 果 微 分 方程 的 解 取 积分 形式 


y(x)= l. fizx,y(x)ddzx, 


利用 定 积 分 的 梯形 公式 作 近 似 代 换 ,可 得 
a pes f(s,y(s))ds 


= y, + [ dl jle, 了 


= y, +SS En 9a) od a) 
上 式 中 含 未 知 值 y,,, ,但 其 值 可 用 欧 拉 公式 计算 . 即 先 用 欧 拉 公 
式 进行 预测 ,再 用 上 述 的 梯形 公式 校正 ,计算 公式 为 
th) = + (f(z, RACAL ))» 
(3.41) 


此 方法 称 为 改进 的 欧 拉 方 法 . 现 计算 其 精度 , 取 半 步 长 的 泰勒 级 数 
展开 式 


=y[(x, pa zy (a, jp yz, ) + 0(h?) 


= y (2014) =y(2,., a = ylas) Y (a) + 
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oyla.) +O’), 
H y lx, )= Y (x, +h)= y (zs)+Ahy (7). 比 较 上 两 式 再 利用 
Y, = y(x, ) 44 
ylar) = yla) + fari +f) y+ OR) y +O), 


这 里 y,+1 是 用 改进 的 欧 拉 方法 计算 的 T= Zi 时 的 y(z) 值 ， 
因此 改进 的 欧 拉 方法 有 2 阶 精度 . 


3.5.2 ÈR- 库 塔 方法 


可 以 用 间接 的 泰勒 级 数 式 求 数值 解 , 由 中 值 定理 
ES FR Ph o OEI) =S 0 FRE A a A 
(3.42) 
这 里 & (xr y» h)=Sfítx,+0h,y(x, + 4)) 称 为 区 间 [ r, 
o INFANE 4 0 时 ,& (2,y,0)= f(x,y), 可 以 通过 
在 区 间 上 取 若 干 点 的 斜率 的 线性 组 合 来 确定 有 "(zx, ,y, ,有 ) 


MA TR > (3.43) 

其 中 4, 为 加 权 因 子 ,k, 为 第 i 段 斜 率 ,共有 段 .第 1 段 取 A, = 
fa = f(x,,y,), 然 后 逐步 递 推 

b = f(a dy, +AD Bk), j= 23 
其 常数 d, ,B; 待定 ,上 两 式 称 为 > 阶 ( 段 ) 龙 格 - 库 塔 ( Runge-Kut- 
ta) 公式. 

选 定 à d; ,B, 使 r 阶 龙 格 - 库 塔 公式 有 尽 可 能 高 的 p(r) 阶 
精度 .考虑 >=2 情形 ,应 用 双 变 量 泰勒 级 数 展 式 

Rk,= f(z, + dh,y, + Bkih) 
= fix, » .yn ) +h [do + Bak 35 ar 


h°- 9 户 ~ 1 
AS HEME Eba VNT 
TS 


将 其 代入 龙 格 - 库 塔 公式 ,经 整理 得 
Ma +RA(A, +2, fx, 1.) + hk Alda f, RE Nt 
;i 9 Ye b 
telda t bakiz) fr) +00), 
上 式 与 典型 泰勒 级 数 展开 式 对 比 , 令 h Ah 项 的 系数 相同 ,可 得 
条 件 


1 l . 
à, +A, =l, A da 5, àa Ba E S> 


而 要 h 项 系数 相同 的 条 件 更 多 且 无 法 同时 满足 ,因此 r=2 时 , 龙 
格 一 库 塔 公 式 最 大 阶 数 为 pQ)=2. $ d, 为 自由 参数 , 则 上 述 条 
件 变 为 


1 1 
A Az 一 337 Ba = d2, 


A5 3d 


当 dy 1 时 变 为 改进 的 欧 拉 方法 ; 尚 可 取 d y (2 AAA 
用 的 2 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
Yasi 59a hha fr dd = f(z t Goa the). 


(3.44) 
用 同样 方法 分 析 高 阶 龙 格 — 库 塔 公 式 .对 r=3 而 言 , 龙 格 — 
库 塔 公 式 有 8 个 系数 应 满足 6 个 等 式 , 有 两 个 自由 参数 ,其 最 大 阶 
数 为 p(3) =3, 即 有 3 阶 精 度 . 
nJ LAWE , 3 r<4 Ht plr)=r;M r=5,6,7MH,p(r)=r- 
l;r=8,98HH,p(r)=r-2.H F4 阶 以 上 龙 格 -- 库 塔 公 式 的 函数 
值 f(xz,y) 的 计算 工作 量 大 大 增加 ,而 精度 提高 较 慢 . 因此 ,最 为 
常用 的 是 具有 4 阶 精度 的 4 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
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Vi+l = yi +Z (k, +22, +2k,+k,), 


Ry = f(x;,y;), 
k= f(z tz tz ko), (3.45) 


k3 = f(x, rE, y T 742). 
ks= f(x; th, y; + hk,). 
对 龙 格 - 库 塔 公式 (3.43) ,必须 保证 当 h 一 0 时 平均 斜率 趋 
近 真 正 斜 率 ,就 是 要 求 成 立 
E" (2, Yn 0) = lim 22 y (a) = (2, 590)» 
这 个 必要 条 件 称 为 相 容 性 条 件 , 可 以 用 局 部 截断 误差 的 阶 数 表示 
其 相 容 的 程度 . 
另 一 方面 ,数值 解 的 计算 必须 保证 当 h0 时 收敛 于 精确 解 ， 
称 为 收 钱 性 问题 , 即 


lim y, = y(z) 
h0, z, "Y 


收敛 性 可 以 用 整体 误差 e, = | y(x,) 一 内 | 表示 , 它 包 括 从 初 值 条 
件 y(zu) = yo 开始 由 zo 到 z, 每 步 产 生 的 局 部 截断 误差 与 含 人 误 
差 积累 的 总 和 .对 某 一 计算 方法 ,如 存在 正 数 M ,其 整体 误差 e< 
Mh’ , 则 称 该 方法 为 p 阶 收敛 的 . 

虽然 相 容 性 表示 的 是 计算 公式 以 方程 为 极限 ,收敛 性 表示 的 
是 解 的 计算 公式 以 方程 的 解 为 极限 ,两 者 概念 不 同 , 但 只 要 微分 方 
程 满足 一 定 条 件 , 则 它们 是 等 价 的 .具体 地 说 , 当 上 略 而 不 计 舍 和信 误 
差 时 ,如 平均 斜率 函数 k" (xz,y,h) 满 足 关于 y 的 利 普 希 芯 条 件 ， 
则 p 阶 相 容 的 方法 一 定 是 p 阶 收 敛 的 , 即 有 估计 式 e, 三 Mh?. 

舍 人 误差 是 由 计算 机 字 长 .也 数 计算 精度 及 定点 或 浮 点 运算 
等 多 种 因素 产生 ,分 析 较 困难 ,一 般 当 作 随 机 变量 处 理 .如 同时 考 


处 截断 误差 和 舍 入 误差 , 则 整体 误差 将 变 为 e, <Mh’ + y E € 
“116 > 


为 每 一 步 舍 人 误差 的 上 界 .这 表示 缩小 步 长 h 会 减少 截断 误差 ， 
但 因 步 数 增加 又 会 加 大 舍 人 误差 .计算 时 必须 选择 适合 的 步 长 ,在 
截断 误差 的 积累 和 舍 人 误差 的 积累 之 间 取 得 平衡 . 

例 1 用 欧 拉 方 法 改进 欧 拉 方法 、2 阶 龙 格 - 库 塔 方法 、4 阶 
龙 格 - 库 塔 方法 计算 下 列 初 值 问题 ,并 与 精确 解 对 比 , 步 长 h = 
0.1, 


Y = y(1- y ), y(0)=2. (3.46) 


解 ” 另 得 方程 (3.46) 的 精确 解 为 


2x 
y(z) = aE (3.47) 


根据 公式 (3.47),(3.40),(3.41),(3.44),(3.45) 计 算 结 果 如 


精确 解 欧 拉 方法 欧 拉 方 法 库 塔 方法 库 塔 方法 


< 
加 | 
pi 


EE A 0 sE AA 0 
7 e ee DA 
021-400 [ea 13 cara 
0. 31 1.3037 |1. 1894|0.11422| 1.32 | 
0. OT |1.2409|1.28E-2 
1.1059. rE 


1.1366 |1.0813 bea 1445|7 a 3|1.136 

0. A TAn 114 |6.39E -3| 1. 107 
2 0855| 0.01704 |1.0685|1.34E-5 

0.9| 1.0684 NR pea .0726 |4.21E~3|1. ias EE 11.0543|1.01E-5 
1.0304 | 0.024552 | 1 .0584 AA 11.0432|7.63E-6 


E EPREE- 2 表示 10 ?. 
公式 (3.42) 实 际 上 是 单 步 法 的 通用 表示 式 , 在 计算 y PTR 
用 到 y, .由 于 计算 w ,1 之 前 已 计算 得 到 一 系列 近似 值 ysy, 
> ,可 用 这 些 值 来 预测 y, ,其 一 般 形式 为 


Yn+1 = AnYn 9 id PA A 


1.189915. ME-5 
1.1443|3.63E-5 


0.025148 |1.1114/2.53E-5 
1.087 |1.82E-—5 


dal 
lo 
m= f mt 
ma | My 
EE 
[> mm | 一 
o¡o 
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ACA T BY, AS oi TE, , 

b, =0 时 称 为 向 前 积分 ,EE, 为 误差 ,包括 局 部 截断 误差 和 舍 人 误 
差 .通过 预测 修正 ,校正 再 迭代 的 方法 使 其 误差 有 较 高 精度 ,这 种 
思想 称 为 线性 多 步 法 . 

当 应 用 计算 机 通过 程序 进行 自动 计算 时 ,往往 先 确定 所 要 求 
的 具体 精度 (一 般 为 10 一 或 10 一 ) ,然后 根据 所 在 位 置 (z,y) 及 
f(z,y) 的 情况 确定 步 长 h 再 进行 计算 ,这 时 称 为 浮动 步 长 法 . 实 
际 计算 时 往往 先 按 照 上 一 次 计算 的 步 长 进行 计算 ,然后 检查 是 否 
达到 所 要 求 的 精度 ,如 未 达到 则 减 小 步 长 重新 计算 ,如 超出 精度 较 
多 , 则 放宽 步 长 进行 计算 .通过 自动 调整 步 长 进行 计算 可 以 大 大 缩 
短 计 算 时 间 ,这 种 方法 称 为 自动 变 步 长 计算 法 .目前 设计 计算 机 数 
值 计 算 方 法 多 采用 这 种 方法 . 

前 面 讨 论 的 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 (3.39) 的 数值 解 方法 同 
样 适用 于 一 阶 常 微分 方程 组 初 值 问题 的 数值 解 ,只 是 将 变量 y 和 
函数 F(z,y) 理 解 为 向 量 即 可 .但 对 微分 方程 组 的 初 值 问题 ,由 于 
变量 y AE, 如果 方程 组 的 解 y 的 各 分 量 值 存在 数量 级 的 差 
别 , 则 其 数值 求解 异常 困难 ,不 易 准 确 .这 种 问题 称 为 刚性 (stiff) 
问题 ,是 微分 方程 组 数值 解 研 究 的 难题 .我 们 称 微 分 方程 组 线性 近 
似 部 分 其 特征 值 实 部 的 绝对 值 中 最 大 与 最 小 之 比 为 刚性 比 . 在 化 
学 反应 .电子 网 络 自动 控制 等 领域 常见 刚性 比 很 大 的 刚性 问题 ， 
在 实际 应 用 时 需 考虑 其 常 微分 方程 组 是 不 是 刚性 的 .一 般 而 言 ,最 
常用 的 是 第 4、5 阶 龙 格 - 库 塔 方法 , 稍 带 刚 性 时 则 用 第 2,3 阶 龙 
M- 库 塔 方法 较 好 .有些 数学 软件 如 MATLAB 还 专门 设计 有 解 
刚性 方程 的 数值 求解 函数 如 odel5s,ode23s 等 . 

数值 解 得 到 的 数值 不 易 分 析 时 ,计算 机 技术 的 发 展 已 提出 数 
据 可 视 化 问题 ,将 数据 变 为 图 形 图 像 便 于 分 析 处 理 . 实 际 上 ,微分 
方程 数值 解 在 图 形 中 显示 为 积分 曲线 或 轨 线 ( 见 §6.3) ,特别 是 大 
部 分 微分 方程 都 是 不 可 解 ,不 可 积 的 ,通过 数值 解 及 其 图 形 显示 对 
微分 方程 的 研究 有 很 大 帮助 .在 第 六 章 提 及 Lorenz 方程 的 奇异 吸 

.118 > 


引子 和 数学 物理 中 的 孤立 子 便 是 通过 数值 模拟 计算 发 现 的 . 
PUNA 


f 习题 3.5 ) 


AS 
1. 从 例 1 的 欧 拉 方 法 改进 的 欧 拉 方 法 、2 阶 龙 格 — ETA 阶 龙 格 
- 库 塔 方法 中 选择 一 种 方法 每 一 步 从 精确 解 出 发 计算 出 下 一 步 , 并 求 出 其 相 
对 误差 ,同时 与 表 中 的 积累 误差 比较 . 
2. 计算 线性 微分 方程 


-0.1 =49:9 0 
| 0 50 0 


0 70 - 120 
的 刚性 比 . 
3. 试用 附录 [中 的 数学 语言 求解 例 1. 


nY ESA-i 


本 章 重点 在 于 介绍 和 证 明 解 的 存在 唯一 性 定理 及 解 的 一 些 基 
本 性 质 . 解 的 存在 唯一 性 定理 是 微分 方程 理论 中 的 基本 定理 ,也 是 
微分 方程 近似 计算 (包括 数值 计算 ) 的 前 提 和 根据 . 解 的 延 拓 定理 
及 解 对 初 值 的 连续 性 和 可 微 性 定理 揭示 了 微分 方程 解 的 重要 性 
质 . 逐 步 逼 近 法 是 一 个 重要 的 分 析 方 法 , 除 本 章 运 用 它 来 证 明 存在 
唯一 性 定理 外 ,今后 还 将 继续 应 用 ,读者 一 定 要 熟悉 和 掌握 这 一 证 
明 方法 .因此 ,理解 有 关 定 理 的 内 容 , 掌 握 逐 步 珊 近 法 ,这 是 本 章 的 
基本 要 求 . 

关于 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 的 研究 是 很 多 的 , 除 本 章 采 用 
的 皮卡 逐步 逼近 法 (压缩 映像 原理 ) 之 外 ,还 有 欧 拉 (Euler) 折 线 法 
(差分 法 )、 绍 德尔 (Schauder) 不 动 点 方法 等 几 种 常见 的 基本 方法 ， 
希望 深入 学 习 和 研究 的 读者 可 参阅 文献 |. 

另外 ,本 章 还 介绍 了 一 阶 微分 方程 奇 解 的 概念 和 求 奇 解 的 两 
种 方法 以 及 两 种 数值 解法 ,这 些 内 容 只 要 求 一 般 了 解 就 够 了 . 


了 


smg 


高 阶 微分 万 程 


我 们 在 本 章 讨论 二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 方程 , 即 高 阶 微分 方 
程 .对 于 高 阶 微分 方程 的 基本 理论 (包括 存在 唯一 性 定理 ) 和 求解 
方法 ,我 们 分 两 部 分 来 处 理 :对 于 线性 微分 方程 部 分 放 在 第 四 \ 五 
章 讨 论 ; 而 非 线性 微分 方程 (组 ) 放 在 第 六 章 讨论 .在 微分 方程 的 理 
论 中 ,线性 微分 方程 是 非常 值得 重视 的 一 部 分 内 容 . 这 不仅 因 为 线 
性 微分 方程 的 一 般 理论 已 被 研究 得 十 分 清楚 ,而 且 线性 微分 方程 
是 研究 非 线性 微分 方程 的 基础 , 它 在 物理 ,力学 和 工程 技术 自然 
科学 中 也 有 着 广泛 的 应 用 .本 章 重 点 讲述 线性 微分 方程 的 基本 理 
论 和 常 系数 方程 的 解法 ,也 简单 介绍 某 些 高 阶 微分 方程 的 降 阶 方 
法 和 二 阶 线性 方程 的 震级 数 解法 . 


$4.1 线性 微分 方程 的 一 般 理 论 


4.1.1 引言 


我 们 讨论 如 下 的 n 阶 线性 微分 方程 


dw dx 
一 二 十 
dr” ailt) gpa 


tetra (1) +a, (r=/(), 


(4.1) 
其 中 a;(t)(i=1,2,…,n) 及 FOREX a<t<b 上 的 连续 函 
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数 . 
UR f(t)=0, cid 1) 变 为 


5 Ti. -+a, MOROS 0, (4.2) 


我 们 称 它 为 n A NA 
称 一 般 的 方程 (4.1) 为 n 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ,简称 非 齐 次 线 
性 微分 方程 ,并 且 通 常 把 方程 (4.2) 叫 做 对 应 于 方程 (4.1) 的 齐 次 
线性 微分 方程 . 

同一 阶 微分 方程 一 样 ,高 阶 微分 方程 也 存在 着 是 否 有 解 和 解 
是 否 唯一 的 问题 .因此 ,作为 讨论 的 基础 ,我 们 首先 给 出 方程 (4.1) 
的 解 的 存在 唯一 性 定理 . 

定理 1 如 果 a,(1)(i=1,2,…,n) 及 (OREK a 二: 二 
上 的 连续 函数 , 则 对 于 任 一 iz。 € [a,5] 及 任意 的 2,20, 
a ， ,方程 (4.1) 存 在 唯一 解 x = olt), ELFKE a<:<b 
上 , 且 满 足 初 值 条 件 

本 O aaen, (4.3) 

我 们 将 在 下 一 章 讲述 线性 微分 方程 组 的 有 关 定 理 时 顺便 给 出 
这 一 定理 的 证 明 . 从 这 个 定理 可 以 看 出 , 初 值 条 件 唯 一 地 确定 了 方 
程 (4.1) 的 解 ,而 且 这 个 解 在 所 有 a,(1)(i=1,2,…,n) 及 fe) E 
续 的 整个 区 间 a 三 :三 5 上 有 定义 . 


4.1.2 齐 次 线性 微分 方程 的 解 的 性 质 与 结构 
de pie ad 


Ps ar 


(E+ a, (t)z = 0. (4.2) 


T 
根据 ” A PA 以 及 “和 的 导数 等 于 导数 
之 和 ”的 法 则 ,容易 得 到 齐 次 线性 微分 方程 的 解 的 全 加 原理 . 
定理 2( 友 加 原理 ) 如果 zx,(1),x,(t),…, xz,(t) 是 方程 
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(4.2) 的 上 个 解 , 则 它们 的 线性 组 合 cl zi(t)+cazz(t)+… 十 
ceze(t) 也 是 (4.2) 的 解 ,这 里 c, ,c,,… ,ci 是 任意 常数 . 
特别 地 , 当 训 = n 时 , 即 方 程 (4.2) 有 人 解 
A ES e (4.4) 
ERA ”个 任意 常数 .我 们 要 问 ,在 什么 条 件 下 ,表达 式 (4.4) 能 
BRA n 阶 齐 次 线性 微分 方程 (4.2) 的 通 解 ? 又 它 将 具有 什么 特 
性 呢 ? 为 了 讨论 的 需要 ,我 们 引进 函数 线性 相关 与 线性 无 关 及 朗 
斯 基 (Wronsky) 行 列 式 等 概念 . 
考虑 定义 在 区 间 a 三 1 三 5 上 的 栗 数 z(t)，z (+t),…， 
AC) ,如 果 存 在 不 全 为 零 的 常数 cl ,cz ,…，,ct ,使 得 恒等式 
E ES o E 
对 于 所 有 xzE[a,b] 都 成 立 ,我 们 称 这 些 函 数 是 线性 相关 的 ,否则 
就 称 这 些 函 数 在 所 给 区 间 上 线性 无 关 . 
例如 函数 cos t 和 sin £ 在 任何 区 间 上 都 是 线性 无 关 的 ;但 函 
数 cost 和 sin t 一 1 在 任何 区 间 上 都 是 线性 相关 的 . 
又 如 函数 1,1 ,zt”,… ,7" 在 任何 区 间 上 都 是 线性 无 关 的 .因为 
恒等式 
cotcitt+ct tee +c t" 0 (4.5) 
仅 当 所 有 c=0(i=0,1,2,…,n) 时 才 成 立 .如 果 至 少 有 一 个 ci £ 
0, 则 (4.5) 的 左 端 是 一 个 不 高 于 ”次 的 多 项 式 , 它 最 多 可 有 n 个 
不 同 的 根 . 因 此 , 它 在 所 考虑 的 区 间 上 不 能 有 多 于 ”个 零点 ,更 不 
可 能 恒 为 零 了 . 
由 定义 在 区 间 a<t<b 上 的 个 可 微 上 -1 次 的 函数 z(t), 
2Z2(z) ,ze(t) 所 作成 的 行列 式 
Wiz, (tt) yr (1), "...(.)] 


x(t) x(t) E RN 
a a0 
ió E x(t) a dd E 
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称 为 这 些 阴 数 的 朗 斯 基 行 列 式 . 
定理 3 AAK r(t), x(t), e,r, (i) 在 区 间 a<r<b E 
线性 相关 , 则 在 [a ,5] 上 它们 的 朗 斯 基 行 列 式 W(1) 二 0. 
证 明 由 假设 即 知 ,存在 一 组 不 全 为 零 的 常数 cl ,cs C, 
使 得 
ciTi(t)t+ ce, z(t)++ er,(t)=0, a<t<b, (4.6) 
依次 对 上 微分 此 恒等式 ,得 到 
cizilt)tezza(t)t o +cx(1)=0, 
Cali) cate) o +cr(1)=0, 
(4.7) 
A CTA E AD 
把 (4.6) 和 (4.7) 看 成 关于 c,,c,,…,c, 的 齐 次 线性 代数 方程 组 ， 
它 的 系数 行列 式 就 是 Wlar l(t), z(t), e, x, (zt)], 于 是 由 线性 
代数 理论 知道 ,要 此 方程 组 存在 非 零 解 , 则 它 的 系数 行列 式 必 须 为 
E, W(1)=0(24<1:<b). EME. 
我 们 指出 , 逆 定 理 一 般 不 成 立 . 事 实 上 ,容易 给 出 这 样 的 函数 
组 ,由 其 构成 的 朗 斯 基 行 列 式 恒 为 零 , 然 而 它们 却 是 线性 无 关 的 . 
例如 函数 
- - 11<0, 
£ it) 
0,  0<:+<1 


(2) E -“-12:<0, 
£ 
a ?, 0<:+<1 


在 区 间 -1<:<1 上 ,显然 [zi(i),z (zi)] 三 0, 但 它们 在 此 区 
间 上 却 是 线性 无 关 的 .因为 ,假设 存在 恒等式 
cir (t)+c,x,(t)=0,-1<:1<1, (4.8) 
则 当 -1 和 :<0 时 , 推 得 c, =0:M% 0<:<1 时 又 推 得 c, =0. BN 
BR c,=c,=0 外 , 找 不 到 别 的 常数 值 cl 和 c;( 不 全 为 0) 使 恒等式 
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(4.8) 对 一 切 :€E[ 一 1,1j] 成 立 , 故 zx1(i),zx,(t) 是 线性 无 关 的 . 
但 是 ,如 果 z(t), r(t), s x, (i) 是 齐 次 线性 微分 方程 
(4.2) 的 解 , 那 么 我 们 就 有 下 面 的 定理 . 
定理 4 MRF. silt), x(t), ,zx, (1) 在 区 间 
a<1<b 上 线性 无 关 , 则 Wlx, (1),x;(t),… ,xz.(z)j 在 这 个 区 
间 的 任何 点 上 都 不 等 于 零 , 即 W(1)40(a<1<b). 
证 明 采用 反 证 法 . 设 有 某 个 i,(a 三 1 三 6b) 使 得 W(t,)= 
0. 考 虑 关于 cl ,cs,,…,c, 的 齐 次 线性 代数 方程 组 
二 
czTi(to) tt csrxa(to) + + er (to)=0, 
(4.9) 
aa (to)+cz ut)+…+czeo0t)=0， 
其 系数 行列 式 W(t,)=0, 故 (4.9) 有 非 零 解 cl ,c,，,…,c, . 现 以 这 
组 常数 构造 阴 数 
X(t)Ec T(t) t+ cez (t)+t e +0x,(t),a<t<b, 
根据 县 加 原理 ,x (zi) 是 方程 (4.2) 的 解 .注意 到 (4.9) ,知道 这 个 解 
x(t) 满足 初 值 条 件 
je (I (4.10) 
但 是 x =0 显然 也 是 方程 (4.2) 的 满足 初始 条 件 (4.10) 的 解 .由 解 
的 唯一 性 , 即 知 (1) =0(a<1<b), BN 
CI (t)+ ear (tt +0, (1)=0,a<t<b. 
因为 cc o PER O0, RRS rlt), ar lt), cx, (zi) 线 性 
无 关 的 假设 矛盾 .定理 得 证 . 
根据 定理 3 和 定理 4 可 以 知道 ,由 ” 阶 齐 次 线性 微分 方程 
(4.2) 的 ”个 解构 成 的 朗 斯 基 行 列 式 或 者 便 等 于 零 ,或 者 在 方程 
的 系数 为 连续 的 区 间 内 处 处 不 等 于 零 . 
根据 定理 1 ,方程 (4.2) 的 满足 初 值 条 件 
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人 


aloske mashan (e) )=0. 


ar (t0)=0,x,(t1)=0, 0" (t,)=1 
的 解 2, (1) z(t), 2, (1) — ERA, XAK 
Wl:zx,(t0),22(t0),""*»x,(t.)1%0 
于 是 根据 上 述 定 理 3, 这 ”个 解 一 定 是 线性 无 关 的 .由 此 , 即 得 下 
面 的 定理 5. 
EJES n 阶 齐 次 线性 微分 方程 (4.2) 一 定 存 在 ”个 线性 无 
关 的 解 . 
定理 6( 通 解 结构 定理 ) ”如果 z(t), r(t), e,r, (t) ED 
程 (4.2) 的 ”个 线性 无 关 的 解 , 则 方程 (4.2) 的 通 解 可 表 为 
Tr (4.11) 
其 中 c,,c,,…,c, 是 任意 常数 . 且 通 解 (4.11) 包 括 了 方程 (4.2) 的 
FAR. 
证 明 HA HAM A 102 (4.2 WR, TORA 
n 个 任意 常数 .我 们 指出 ,这些 常数 是 彼此 独立 的 .事实 上 
dx dx dx 


e a 
da! da! dx! O 
de I FN = W| x(t) x(t), , £, (t)]#0 
(a<1Sb), 
Ir "TP Jr" P Di Jr" 
dc, dc, dr 


因而 ,(4.11) 为 方程 (4.2) 的 通 解 ;现在 ,我 们 证 明 它 包括 了 方程 的 
所 有 解 . 由 定理 1 知道 ,方程 的 解 唯一 地 决定 于 初 值 条 件 ,因此 ,只 
fa UE HA : 任 给 一 初 值 条 件 

alto)= xi (to) = xa). Pt) =P (4,12) 
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能 够 确定 (4.11) 中 的 常数 ci, ci,，…，,c, 的 值 , 使 (4.11) 满 足 
(4.12). 

现 令 (4.11) 满 足 条 件 (4.12) ,我 们 得 到 如 下 关于 ci ,cz ，,… 
cv 的 线性 代数 方程 组 

CE Ult) Hoc lt) t tozrtt)=zx., 


cx (tp) tc x2(to) +: + er Cto) = T0, 


a ed aT Ch JAS tea. (iea 
(4.13) 

它 的 系数 行列 式 就 是 W(to), 由 定理 4 知 , W(t) £0. 4HE R tE 
代数 方程 组 的 理论 ,方程 (4.13) 有 唯一 解 a’. BIE, R 
要 表达 式 (4.11) 中 常数 取 为 cl ,6c,,…,6,, 则 它 就 满足 条 件 
(4.12) .定理 证 完 . 

定理 圆满 地 回答 了 上 面 提出 的 问题 

推论 ”方程 (4.2) 的 线性 无 关 解 的 最 大 个 数 等 于 n .因此 可 得 
结论 :” 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 所 有 解构 成 一 个 ” 维 线性 空间 . 

方程 (4.2) 的 一 组 n 个 线性 无 关 解 称 为 方程 的 一 个 基本 解 
组 .显然 ,基本 解 组 不 是 唯一 的 .特别 地 , 当 W(t,)=1 时 称 其 为 标 
准 基本 解 组 . 


4.1.3 非 齐 次 线性 微分 方程 与 常数 变易 法 


知道 了 齐 次 线性 微分 方程 通 解 的 结构 ,以 此 为 基础 就 不 难 解 
决 非 齐 次 线性 微分 方程 通 解 的 结构 问题 了 . 
考虑 n m 


dz 
dz" Fra (o 


Porta, ta (t)1= Fer); 


l (4.1) 
易 见 方程 (4.2) 是 它 的 特殊 情形 ,我 们 指出 两 者 之 间 解 的 性 质 和 结 
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构 有 着 十 分 密切 的 联系 .首先 容易 直接 验证 如 下 两 个 简单 性 质 : 
性 质 1 WR z(z) 是 方程 (4.1) 的 解 ,而 x (i) 是 方程 (4.2) 
的 解 , 则 z(t)+ x(z) 也 是 方程 (4.1) 的 解 . 
性 质 2 方程 (4.1) 的 任意 两 个 解 之 差 必 为 方程 (4.2) 的 解 . 
其 次 ,我们 有 下 面 的 定理 : 
定理 7 W r(t) z(t), 2. (zt) 为 方程 (4.2) 的 基本 解 
组 ,而 (1) 是 方程 (4.1) 的 某 一 解 , 则 方程 (4.1) 的 通 解 可 表 为 
和 
其 中 cl ,cc 为 任意 常数 .而 且 这 个 通 解 (4.14) 包 括 了 方程 
(4.1) 的 所 有 解 . 
证 明 根据 性 质 1 易 知 (4.14) 是 方程 (4.1) 的 解 , 它 包含 有 n 
个 任意 常数 , 像 定 理 6 的 证 明 过 程 一样 ,不 难 证 明 这 些 常数 是 彼此 
独立 的 ,因此 , 它 是 方程 (4.1) 的 通 解 . 现 设 云 (!) 是 方程 (4.1) 的 任 
一 解 , 则 由 性 质 2,z(:) 一 z(z) 是 方程 (4.2) 的 解 ,根据 定理 6, 必 
有 一 组 确定 的 常数 cl ,6c,,… En ,使 得 
DUELE) ER A terrl) t them tn, 
即 
T(t)=e ri(t) + Ee rs(t) t+ erw,(t)+ z(t), 
这 就 是 说 ,方程 (4.1) 的 任 一 解 云 (t) 可 以 由 (4.14) 表 出 ,其 中 c，， 
ca, ,cu 为 相应 的 确定 常数 .由 于 去 (zi) 的 任意 性 ,这 就 证 明了 通 
解 表达 式 (4.14) 包 括 方程 (4.1) 的 所 有 解 .定理 证 完 . 
定理 告诉 我 们 ,要 解 非 齐 次 线性 微分 方程 ,只 需 知 道 它 的 一 个 
解 和 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 基本 解 组 .我 们 进一步 指出 ,只 要 
知道 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 基本 解 组 就 可 以 利用 常数 变易 法 
求 得 非 齐 次 线性 微分 方程 的 解 . 正如 我 们 在 第 二 章 $2.2 里 所 做 
过 的 那样 ,不 过 这 里 稍微 复杂 一 些 而 已 . 
设 z1(1) ,X(t),… ,Xx,(t) 是 方程 (4.2) 的 基本 解 组 ,因而 
ESA Ec tc (4.15) 
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为 (4.2) 的 通 解 .把 其 中 的 任意 常数 c; 看 作 上 的 待定 函数 c (t) 
(i=1,2,…,n), 这 时 (4.15) 变 为 

a=c ltda (1) +t ct) (1) + te, (t)z, (t). (4.16) 
将 它 代 入 方程 (4.1) ,就 得 到 cilt), c(t), c, (i) 必须 满足 的 
一 个 方程 ,但 待定 函数 有 个 , 即 cl(z),ci(r), co lt), ATA 
定 它们 ,必须 再 找 出 n -1 个 限制 条 件 ,在 理论 上 ,这些 另 加 的 条 
件 可 以 任意 给 出 ,其 法 无 穷 , 当 然 以 运算 上 简便 为 宜 ,为 此 ,我 们 将 
按 下 面 的 方法 来 给 出 这 n 一 1 个 条 件 . 

对 t 微分 等 式 (4.16) 得 
元 =e ltda tealre t) 


+zittjciCt) 十 ZrhczCt) 二 …+Z (tt)c ft)， 


a> 


ltda t) +t x (t)cat) tt zx (tc (r)=0, 
(4.17), 
得 到 
a=lrtx lt) telt) t) tte, (t)z (t). 
(4.18), 
对 上 微分 (4.18), ,并 像 上 面 一 样 做 法 , 令 含有 函数 c (1) 的 
部 分 等 于 零 ,我 们 又 得 到 一 个 条 件 
xi ltd) eo (e) t art) lt) c+ ai) (1) =0 (4.17), 
和 表达 式 
x =c(t)r(t) te (txt) t+ cis Cn 
(4.18), 
继续 上 面 做 法 ,在 最 后 一 次 我 们 得 到 第 n - 1 个 条 件 
Li DADO t xs? UNA 0 
(4.17), 
和 表达 式 
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x"? =e lan rada late lar (t). 
(4.18), 
最 后 ,对 t 微分 (4.18),-| 得 到 
rz" =c (tr Or (tr O) Ae (Dan) 
SOTA A IA A CIO 
(4.18), 
HR (4.16),(4.18),,(4.18),,*",(4.18), 代 人 (4.1) ,并 注 
意 到 zx;(t),z(t),…,z(t) 是 (4.2) 的 解 ,得 到 
CUIDAD a UA) Ata) 
ALTE: 
这 样 ,我 们 得 到 了 含 ”个 未 知 函 数 c;(t)(=1,2，…,m2) 的 > 
个 方程 (4.17), , 《4.17),,…,(4.17), ,它们 组 成 一 个 线性 代数 方 
程 组 ,其 系数 行列 式 就 是 Wirt) e(t) a (1)], 它 不 等 于 
零 ,因而 方程 组 的 解 可 唯一 确定 , 设 求 得 
ci (1)= 4, (1),1=1,2,"",n, 
积分 得 
‘(= fo CR Y, ¿i=1,2,*,m 
这 里 y, 是 任意 常数 .将 所 得 c(t)(i=1,2,…,n) 的 表达 式 代 和信 
(4.16) 即 得 方程 (4.1) 的 解 ? 
z= > yizi(t)+ 2 X; (2) fo, (t)dt. 
显然 ， 它 并 且 是 方程 (4 1) 的 通 解 .为 了 得 到 方程 的 一 个 解 ,只 需 给 
常数 7,(i=1,2,…,n) 以 确定 的 值 .例如 , 当 取 y=0(i=1,2,…… 


n) 时 , 即 得 解 x = > (0 food . 


@ 也 可 把 wi(z) 的 表达 式 具 体 写 出 ,而 将 解 表 为 第 五 章 (5.30) 式 的 形式 . 
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从 这 里 可 以 看 到 ,如 果 已 知 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 基本 
解 组 ,那么 非 齐 次 线性 微分 方程 的 任 一 解 可 由 求 积 得 到 .因此 ,对 
于 线性 微分 方程 来 说 ,关键 是 求 出 齐 次 线性 微分 方程 的 基本 解 组 . 


例 1 求 方程 x+z= -的 通 解 ,已 知 它 的 对 应 齐 次 线性 


cos tt 
微分 方程 的 基本 解 组 为 cos t,sin £. 
解 ” 应 用 常数 变易 法 , 今 
T=ci(t)cos t+ce,(t)sin t, 
将 它 代 入 方程 , 则 可 得 决定 ¿(CORA c;(1) 的 两 个 方程 


cos t c(t)t+sin tc,(t)=0 


及 -sin £ ci(t) + oos t c31) = —, 
解 得 
-sint ~ = 
ci(t)= a c2(t)=1, 
由 此 


cı(t)=ln]cos tl + y,, c(t)=t+7,. 
于 是 原 方程 的 通 解 为 
T=Y cos t + ysin t+cos tln|cos 1| +tsin £, 
其 中 y, , 7, 为 任意 常数 . 
例 2 求 方程 tx -r = 于 域 AO 上 的 所 有 解 . 
解 ” 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
taa =D, 


容易 直接 积分 求 得 它 的 基本 解 组 .事实 上 ,将 方程 改写 成 


z 1 
7 =— y 
xX t 

1 


积分 即 得 x = 4z .所 以 => Al +B, XE A,B XIE H. 5 


见 有 基本 解 组 1, 二 .为 应 用 上 面 的 结论 ,我 们 将 方程 改写 为 
A 


Ed 1 tt _ 
A a a =f, 
t 


并 以 z=c1(t)+ alt) 代入 ,可 得 决定 iM LOA 
程 

c(t)+t c(t)=0 及 2itc(t)= 2, 
于 是 

二 二 Facelis -B+ Frs 


2 
故 得 原 方程 的 通 解 为 


z=ntnt+ P, 


这 里 7, ,7Y, 是 任意 常数 .根据 定理 7, 它 包括 了 方程 的 所 有 解 . 


1 习题 4.1 7 


1 习题 4.1 5 


4 


1. BOMO aL: <b 上 的 连续 函数 ,证 明 : 如果 在 区 间 
A RAR, z(t) 和 y(t) 在 区 间 a<:<o 


上 线性 无 关 . (提示 :用 反 证 法 .) 
2. 证 明 非 齐 次 线性 币 分 方程 的 他 加 原理 : 设 ri(t),zz(i) 分 别 是 非 齐 
次 线性 微分 方程 


q tan TA +altda= o. 


d” -J 
a O) Ga r= f(t) 


的 解 , 则 Xi1(t)+ zx2(z) 是 方程 


Eta DGA «+a,lt)x=f,(1)+ fo(1) 


的 解 . 

3. 已 知 齐 次 线性 微分 方程 的 基本 解 组 x, 0 , 求 下列 方 程 对 应 的 非 齐 
次 线性 微分 方程 的 通 解 : 

(1) 2 -z=c08t,1r,=e ,rT =e '; 
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“e t 2 1 t 

+ -一 一 Z Ae tol, =t,r2.ewe;5 
(2) x ET ESF +T] Cy , 
(3) x +4x= tsin t,x; =c08 2t,1,=sin 2t; 


了 ~ / lnt 
(4) 1 x —4tr +6xr=36 i = 1 


(5) ¿xt + xr=6t+34t,xzx;=t,z,=tln t; 


(6) 4 x” —3tr’ - 8x2 =18t°sin(ln t), x, = t’ oœs(2ln t), x, = t°sin(2ln £). 
2 
4. 已 知 方程 了 - z=0 有 基本 解 组 e',e-', 试 求 此 方程 适合 初 值 条 件 


a(0)=1, xz (0)=0 
及 z(0)=0，z (0)=1 
的 基本 解 组 ( 称 为 标准 基本 解 组 , 即 有 W(0)=1), 并 由 此 求 出 方程 的 适合 初 
值 条 件 
a(0)=x., 2 (0)= xzo 
的 解 . 

5. 设 zi(i)(i=1,2,…,2) 是 齐 次 线性 微分 方程 (4.2) 的 任意 ”个 解 ， 
它们 所 构成 的 朗 斯 基 行 列 式 记 为 W(z). 试 证 明 W(z) 满 足 一 阶 线性 微分 方 
程 

W +al(t)W=0, 
因而 有 
W(t) = W(to)e ly, t E (a,b). 
6. 假设 r(t) #0 是 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
a +a (td +a.,(tdx=0 
的 解 , 这 里 a, (t+) 和 a,(t) 于 区 间 [a ,oj 上 连续 , 试 证 : 
(1) x2(z) 为 方程 的 解 的 充 要 条 件 是 
Wir,.2.]+a,W[zx,,x,]=0; 
(2) 方程 的 通 解 可 表 为 


T= I DESE) ay(s)ds Ja, + A ; 
其 中 ciyc: 为 任意 常数 ,to,zE[a,5]. 
7. 试 证 ” 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 (4.1) 存 在 且 最 多 存在 n +1 个 线性 无 
关 解 . 
CTA 


$4.2 和 党 系数 线性 微分 方程 的 解法 


关于 线性 微分 方程 的 通 解 的 结构 问题 ,从 理论 上 说 ,可 以 认为 
在 $4.1 中 已 经 解决 了 ,但 是 求 方程 通 解 的 方法 还 没有 具体 给 出 . 
事实 上 ,对 于 一 般 的 线性 微分 方程 是 没有 普遍 的 解法 的 .本 节 介 绍 
求解 问题 能 够 彻底 解决 的 一 类 方程 一 一 常 系 数 线性 微分 方程 及 可 
以 化 为 这 一 类 型 的 方程 .我 们 将 看 到 ,为 了 求 得 常 系数 齐 次 线性 微 
分 方程 的 通 解 ,只 须 解 一 个 代数 方程 而 不 必 通 过 积分 运算 .对 于 某 
些 特殊 的 非 齐 次 线性 微分 方程 也 可 以 通过 代数 运算 和 微分 运算 求 
得 它 的 通 解 .我 们 一 定 要 记 住 常 系数 线性 微分 方程 固有 的 这 种 简 
单 特性 .这 一 节 的 内 容 完 全 可 以 和 线性 振动 理论 (质点 振动 理论 、 
电磁 振荡 理论 等 ) 结 合 起 来 学 习 . E 4.2.4 中 我 们 特别 以 数学 摆 的 
微小 振动 为 例 ,结合 讲述 质点 振动 理论 ,以 便 给 读者 一 个 直观 的 印 
象 .从 这 里 我 们 可 以 清晰 地 看 出 ,物理 问题 提供 微分 方程 以 很 直观 
的 实际 背景 ,而 微分 方程 为 更 深刻 地 理解 物理 现象 提供 有 力 的 工 
具 ,这 是 我 们 学 习 这 一 节 要 注意 的 问题 . 

讨论 常 系数 线性 微分 方程 的 解法 时 ,需要 涉及 实 变量 的 复 值 
盟 数 及 复 指数 函数 的 问题 ,我们 在 4.2.1 中 预先 给 以 介绍 . 

4.2.1 复 值 函数 与 复 值 解 

MRI FEE a<t<b 中 的 每 一 实数 1, 有 复数 z(1)= pg(1)+ 
iy(z) 与 它 对 应 ,其 中 P(z) 和 %(i) 是 在 区 间 和 受 上 委 上 定义 的 实 
函数 ,i= Y -1 是 虚数 单位 ,我 们 就 说 在 区 间 a 过 :三 上 给 定 了 一 
个 复 值 函 数 z(:). 如 果实 函数 olt), pa) t 趋 于 i 时 有 极限 ， 
我 们 就 称 复 值 函数 zx(z) 当 上 趋 于 上 时 有 极限 ,并 且 定 义 

| limz(1)=limp(2) +ilimy(t). 

MA lim (1) = z(to) ,我 们 就 称 z(1 ) 在 i 连续 .显然 ,z(t) 在 t 
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连续 相当 于 g(t),y(i) 在 EZ. 当 z(i) 在 区 间 a 三 :三 5 上 每 
点 都 连续 时 ,就 称 z(t) 在 区 间 a 三 t+ 三 b 上 连续 . 如 果 极 限 


limset o 存在 ,就 称 zx(1) 在 t。 有 导数 (可 微 ). 且 记 此 极限 


pisto RE z (16). 显 然 =(z) 在 ARA ol), 


y(t) 在 to 处 有 导数 , 且 
dz(to)_dø(to) ， ; dy (to) 
di di dt ` 
如 果 z(t) 在 区 间 a 三 :三 5 上 每 点 都 有 导数 ,就 称 xz (1 ) 在 区 间 
a 硅 t 人 bb 上 有 导数 .对 于 高 阶 导数 可 以 类 似 地 定义 . 
设 xz,(1),z,(t) 是 定义 在 a 三 tz 三 5 LØTA AR, c 是 复 值 
iii ai 


ei y dz, (1) 


Slet) + z (t)]= d: 
Aez, (z )] = o, 
ERORA OIEA EN A 


ee KA e™ 将 起 着 重要 的 作用 ， 
这 里 K 是 复 值 常数 .我 们 现在 给 出 它 的 定义 ,并 且 讨 论 它 的 简单 
性 质 . 
设 K=a+ip 是 任 一 复数 ,这 里 a, p 是 实数 ,而 : 为 实 变量 ， 
我 们 定义 
e =e PM = e" (cos ft +i sin Br). 


由 上 述 和 定义 立即 推 得 
cos Bt => (0 +e), 
sin ft = z(e 一 e 人 )， 
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如 果 以 外 = a 一 iB 表示 复数 K = c+ip HHH A A. IA A 
易 证 明 


K: _ Kt 
e =e . 


此 外 ,函数 e "还 有 下 面 重 要 性 质 : 
(1 ) eE tK) 一 eki' exk2: ， 
事实 上 , 记 K, =a tif, K= a +ib: ,那么 由 定义 得 到 
etK +K)! = 41 +17) t 48, + B)! 
= 一 ee [cos (P, + B,)t + isin(fB, + Ba)e] 
=e +12?! [cos B,t*cos Bt — sin B,t*sin p,t 
+i(sin Bit*cos B,t + cos B,t*sin B,t)] 
=e (cos Bit+i sin B,1)-e"2" (cos Bt +i sin B,t) 


= eK! saye i 


(2) = Ke“ ,其 中 + 为 实 变量 ; 
HE E, K=a+18,M 


de“ _ d (a+iB): 1 — d at, ¡fr 
qed ge e 
de” am ede” 
za > dż 


a i a d e œ 
= ae” +e? +e" (cos ĝt +i sin Bt) 


ae" P + e” (— Bsin Bt +iBcos Bt) 


=ae +iBe" e” =(a+ifB)e" = Ke". 
Kt 
注意 到 [Ke”] = K 办 ,由 (2) 容 易 推 得 
d” Kt \ — n _Kt 
(3) — (e )=K ua 
dt 


综 上 所 述 ,可 以 得 出 一 个 简单 的 结论 ,就 是 实 变量 的 复 值 函 数 

的 求 导 公式 与 实 变 量 的 实 值 消 数 的 求 导 公式 完全 类 似 ,而 复 指数 

孙 数 具有 与 实 指数 函数 完全 类 似 的 性 质 .这 可 以 帮助 我 们 记忆 上 
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面 的 结果 . 
现在 我 们 引进 线性 微分 方程 的 复 值 解 的 定义 .定义 于 区 间 a< 
¿<b 上 的 实 变量 复 值 函数 zx = z(z) 称 为 方程 (4.1) 的 复 值 解 , 如 果 


dz(t) 
di 


d“z(t d” "z(t) 
O E o 


+ta,(t)z(1)=f(1) 

对 于 a<1<b ERA. 

最 后 ,我 们 给 出 在 今后 讨论 中 要 用 到 的 两 个 简单 结论 . 

定理 8 如 果 方 程 (4.2) 中 所 有 系数 a (1)(i=1,2,…,n) 都 
是 实 值 函 数 ,而 z= z(t)= g(t)+iy(t) 是 方程 的 复 值 解 , 则 z(z) 
的 实 部 oC) BR ple) MAZA z(z) 也 都 是 方程 (4.2) 
的 解 . 

定理 9 EDE 

Fa (EEH ta 0 ra (auto iole) 

有 复 值 解 z= U(z)+iV(t), 这 里 a,(1)(i=1,2,…,n) 及 u(t), 
zi) 都 是 实 函 数 ,那么 这 个 解 的 实 部 U(t) 和 虚 部 V(z) 分 别 是 方 
程 

dx 


dex | dx 
qe tad) + Ha (10) Gta ltda 


ult) 


dx dz 
di” a” 

的 解 . | 
定理 8 和 定理 9 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


4.2.2 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 和 欧 拉 方程 
设 齐 次 线性 微分 方程 中 所 有 系数 都 是 常数 , 即 方程 有 如 下 形 


u(t) 


teta Eta, (Da 


s J30 > 


d” ei d 
LlaJ= +47 T+ "e+ a-i q tar=0, (4,19) 


其 中 al ,a,,… ,a, 为 常数 .我 们 称 (4.19) 为 n 阶 常 系数 齐 次 线性 
微分 方程 .正如 前 面 所 指出 的 , 它 的 求解 问题 可 以 归结 为 代数 方程 
求 根 问题 ,现在 就 来 具体 讨论 方程 (4.19) 的 解法 .按照 $4.1 的 一 
般 理 论 ,为 了 求 方程 (4.19) 的 通 解 ,只 需求 出 它 的 基本 解 组 .下 面 
介绍 求 (4.19) 的 基本 解 组 的 欧 拉 (Euler) 待 定 指数 函数 法 (又 称 为 


特征 根 法 ). 
回顾 一 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
dz 十 QZ 二 0， 
dt 


我 们 知道 它 有 形 如 z=e “的 解 , 且 它 的 通 解 就 是 zx= ce “ .这 启 
示 我 们 对 于 方程 (4.19) 也 去 试 求 指数 函数 形式 的 解 
a=e", (4.20) 
其 中 4 是 待定 常数 ,可 以 是 实 的 ,也 可 以 是 复 的 . 
注意 到 


=(24"+a,24 +- +a, À+ a, )e” =F(1)e”, 
其 中 F(A)=2"+a,2 +…+a,_14+a, 是 4 的 n 次 多 项 式 . 易 
知 ,(4.20) 为 方程 (4.19) 的 解 的 充 要 条 件 是 4 是 代数 方程 
F(1A)=2"+a,2" '+-"+a,,4+a,=0 (4.21) 
的 根 .因此 ,方程 (4.21) 将 起 着 预示 方程 (4.19) 的 解 的 特性 的 作 
用 ,我 们 称 它 为 方程 (4.19) 的 特征 方程 , 它 的 根 就 称 为 特征 根 .下 
面 根据 特征 根 的 不 同情 况 分 别 进行 讨论 . 
(1) 特征 根 是 单 根 的 情形 
设 41,4,,…,4, 是 特征 方程 (4.21) 的 2 个 彼此 不 相等 的 根 ， 
则 相应 地 方程 (4.19) 有 如 下 ”个 解 : 
Er e eeeh", (4.22) 
137 > 


我 们 指出 这 n PEERKE a< <b 上 线性 无 关 , 从 而 组 成 方程 的 
基本 解 组 .事实 上 ,这 时 


ei! Pe i So eta 
A 
Aer Ae oe Ae 
W(t)= 
- -1 å = 和 
A e A oe A 
1 1 1 
A À 
= (A, A 十 1 2 


A. 和 pe pa 
而 最 后 一 个 行列 式 是 著名 的 范 德 蒙 德 (Vandermonde) 行 列 式 , 它 
等 于 T| (4; 一 4). 由 于 假设 4, 关 4,( 当 i 关 j), 故 此 行列 式 不 


等 于 零 ,从 而 W(1) 隆 0, 于 是 解 组 (4.22) 线 性 无 关 , 这 就 是 所 要 证 
明 的 . 

WR 4;(i=1,2,…,n) 均 为 实数 , 则 (4.22) 是 方程 (4.19) 的 

n 个 线性 无 关 的 实 值 解 ,而 方程 (4.19) 的 通 解 可 表示 为 
T=cie! 二 ce 十 十 ce， 
其 中 cl ,cs,…,c, 为 任意 常数 . 

如 果 特 征 方程 有 复 根 , 则 因 方 程 的 系数 是 实 常数 , 复 根 将 成 对 
HL A, = a tip 是 一 特征 根 , 则 A, = a ip 也 是 特征 
根 ,因而 与 这 对 共 绒 复 根 对 应 的 ,方程 (4.19) 有 两 个 复 值 解 

ec =e" (cos B+i sin ft), 
e" = e" (cos Bt —i sin ft). 
根据 定理 8 ,它们 的 实 部 和 虚 部 也 是 方程 的 解 .这样 一 来 ,对 应 于 
特征 方程 的 一 对 共 斩 复 根 1 = w+ip8, 我 们 可 求 得 方程 (4.19) 的 两 
个 实 值 解 
e” cos ft, e” sin ft. 


A 


(2) 特征 根 有 重 根 的 情形 

设 特征 方程 有 & 重 根 A=4,, 则 如 所 周知 

FlL)=FQ)="=F""(1,)=0, PO. 
先 设 a =0, 即 特征 方程 有 因子 必 ,于 是 


a, = a,-1 71 E Ap- F O, 
也 就 是 特征 方程 的 形状 为 
à” +a à” ota, REO. 
而 对 应 的 方程 (4.19) 变 为 
di” di” ' 
ARTETA k 个 解 1,z, o e? ,而 且 它 们 是 线性 无 关 的 ( 见 
4.1.2). 这 样 一 来 ,特征 方程 的 & 重 零 根 就 对 应 于 方程 (4.19) 的 上 
MEUS IE 
如 果 这 个 & 重 根 和 天 0, 我 们 作 变 量变 换 x = ye" ,注意 到 


2 dl Dd 


dix 
ES an-td 50, 


q” = (ye 


=e | y + mà, y” 7P + tm Ay" n+. tA y |, 


可 得 
Llye""]= (926 tt by Jet =L [ Jet” 
dz” PP ai n IL y . 
于 是 方程 (4.19) 化 为 
Lly]= +6d y+...+b 92+5y=0， (4.23) 
i dż” Laos =-1d¿ ny , ° 


其 中 bp ,po, 仍 为 常数 ,而 相应 的 特征 方程 为 
Glp)=p+b u" + +b, 4 +b,=0. (4.24) 
直接 计算 易 得 
F(A+A)e 9 = Let] L [e Jet! 
= G(p)e t", 
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F(p+2¡)=G(p), 
从 而 
F”? (uth )=G”(p), j=1,2,.",k. 

可 见 (4.21) 的 根 à =A XIF (4.24) WAR y= Am =0, 而 且 重 数 相 
同 . 这 样 ,问题 就 化 为 前 面 已 经 讨论 过 的 情形 了 . 

我 们 知道 114 (4.24) k EH w =0 对 应 于 方程 (4.23) 的 
ki DRE y=1,t,t” ,…,t% ,因而 对 应 于 特征 方程 (4.21) 的 &, 重 
Ba ,方程 (4.19) 有 ,个 解 

忆 a NN ÓN (4.25) 

同样 ,假设 特征 方程 (4.21) 的 其 他 根 4,,43,… ,4 的 重 数 依次 为 
A2 ,3 ,kk ;k; 宇 1( 单 根 人 相当 于 局 =1) MB 2, + 2h), 十 … 十 
ka= NA FA CA Aj), MIRA. 19) XT LH AR 


-了 本 k, -1 24,1 
sÉ es ot ez, 


À, t à, t 


e ste 


(4.26) 
en! ten 12m! see pin A At 
下 面 我 们 证 明 (4.25) 和 (4.26) 人 全体 ”个 解构 成 方程 (4.19) 的 基 
本 解 组 . 


假 大 这些 晒 数 线性 相关 , 则 有 


> (A +AP tHe A ee 
r=1 r 


— S P(r) =0, (4.27) 

其 中 A;" 是 常数 ,不 全 为 零 .不 失 一 般 性 ,假定 多 项 式 P, (1) 至 少 

有 一 个 系数 不 等 于 零 , 即 P,, (1 ) 关 0. 将 恒等式 (4.27) 除 以 emi', 然 
后 对 t 微分 | 次, 我们 得 到 

> Q, (t)e® "=0, (4.28) 


其 中 QUO = (a, 一 41)%'P,(z)+ S,(z),S,(z1) 为 次 数 低 于 P(t) 
» 140 + 


的 次 数 的 多 项 式 .因此 ,Q, (1) 与 P.(i) 次 数 相同 , 且 Qn (ti) 天 0. 
等 式 (4.28) 与 (4.27) 类 似 , 但 项 数 减少 了 .如 果 对 (4.28) 施 行 同上 
的 手续 (这 时 是 除 以 e "1' 而 微分 ,次 ), 我 们 将 得 到 项 数 更 少 
的 类 似 于 (4.27) 的 恒等式 ,如 此 继续 下 去 ,经 过 m -1 次 后 ,我 们 
就 将 得 到 等 式 
R, (Jen n- =0, 

这 是 不 可 能 的 ,因为 R, (i) 与 P, (上 ) 有 相同 的 次 数 , 且 R,, (1) 关 
0. 事 实 上 ,不 难 直 接 算得 

R,¿(t)=(A, Z À)" (4, Z As) 

(Àn Am 1) m1 P(t)+ W, (2), 

HRW, (1) 是 次 数 低 于 P, (1 ) 的 次 数 的 多 项 式 . 

这 就 证 明了 (4.25) 和 (4.26) 全 部 n 个 解 线 性 无 关 , 从 而 构成 
方程 (4.19) 的 基本 解 组 . 

对 于 特征 方程 有 复 重 根 的 情况 ,譬如 假设 X=a+i8 Ek ER 
征 根 , 则 4=a- 认 也 是 & 重 特征 根 , 仿 (1) 一 样 处 理 ,我 们 将 得 到 
方程 (4.19) 的 2& 个 实 值 解 

e“ cos Bt, te” cos ft, t’ e” cos Bt,.*,t !e" cos fr, 


e” sin ft, te” sin Bt,t’e”sin Br,**,1*" 'e”sin Br. 


例 1 求 方程 9 - 12=0 的 通 解 . 


E REDEA -1=0 的 根 为 4, =1,4,= 一 1,4;=i,4,= 
-i. 有 两 个 实 根 和 两 个 复 根 , 均 是 单 根 , 故 方程 的 通 解 为 
=c«€e 二 ce ”+cicos t +c,sin t, 


这 里 《1 ,C2，;C3 ,Cs 是 任意 常数 . 
例 求解 方程 9 于 + =0， 


E ”特征 方程 人) +1=0 RR 2,=-1,2,, Le, 
通 解 为 


y t; 
a TEE leya i + csin Aj: 
其 中 Ci ,cc 为 任意 常数 . 


dx 这 之 dr ___ ` 


解 ” 特 征 方程 13-312+31-1=0, 或 (1-1) ”=0, 即 4=1 
是 三 重 根 , 因 此 方程 的 通 解 具 有 形状 
并 =(ci+czt+cst )e, 
其 中 cl ,c,,c; 为 任意 常数 . 
例 4 求解 方程 中 于 +29 于 + z=0. 
解 ” 特 征 方程 为 4 +2A +1=0, 或 (A*+1)* =0, 即 特征 根 
a= 土 是 重 根 .因此 ,方程 有 四 个 实 值 解 


cos t ,tcos t,sin t,tsin t, 


故 通 解 为 
a=(c, +c,t)cos t+(c,+c,t)sin £, 

A E 

形状 为 

r+ ar E teeta, £ Dy a,y=0 (4.29) 

的 方程 称 为 欧 拉 方 程 ,这 里 a) ,a,,…,a, 为 常数 .此 方程 可 以 通过 
变量 变换 化 为 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ,因而 求解 问题 也 就 可 以 
解决 . 

事实 上 ,引进 自 变量 的 变换 ? 


a=e',t=Ínzx, 


直接 计算 得 到 


D 如 果 xz<0, 则 用 xz= -e| 所 得 结果 一 样 ,今后 为 确定 起 见 ,认定 x>0, 但 最 后 
结果 应 以 1 =Iniz| 代 回 . 


- 142 > 


da dt de < de” 
d? onf d -¿ Ay -2t d 了 y dy 
Ele - e (5 En! 
用 数学 归纳 法 不 难 证 明 : 对 一 切 自 然 数 & 上 均 有 关系 式 
d A dy e Sai dy 
P Er + T + ota). 
其 中 PR ,都 是 常数 . 于 是 


py E dy 2 +e 
PA AA 
方程 


d 
本 


dy NIE, E -+b, dy By =0, (4.30) 
dt” Lar” -l dt 


其 中 b,b, b, E A B A m o ERIE OR H (4.30) 
的 通 解 ,再 代 回 原来 的 变量 (注意 :t= ln|xz|) 就 可 求 得 方程 (4.29) 
的 通 解 . 

由 上 述 推演 过 程 ,我 们 知道 方程 (4.30) 有 形 如 y= e” 的 解 , 从 
而 方程 (4.29) 有 形 如 y= x 的 解 ,因此 可 以 直接 求 欧 拉 方 程 的 形 
如 y= x* 的 解 .以 y= x* 代 人 (4.29) 并 约 去 因子 x ,就 得 到 确定 
K 的 代数 方程 

K(K=D*"(K=a+LD+aK(K-1)"(K=a +2) 

+ +a,=0, (4.31) 
可 以 证 明 这 正 是 (4.30) 的 特征 方程 .因此 ,方程 (4.31) 的 m EX 
R K =K ,对 应 于 方程 (4.29) 的 m 个 解 
asalariado raton” Nl 
而 方程 (4.31) 的 m 重复 根 K = a+i8, 对 应 于 方程 (4.29) 的 2m 
个 实 值 解 
moos (Bln|z|),x In| xlo (8inlzl)… ,zx ln” | xls (Bln| x1), 
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zsin (Bln| 21),2 In] x|sin (Blnlx1),-*-,2* In” "|zxlsin (Bln|z|). 
例 5 RRA a 4 y 0. 
R ”寻找 方程 的 形式 解 y= x ,得 到 确定 K 的 方程 K(K - 
1) -K+1=0,X(K-1) =0,K,=K,=1. Ak, RIERA 
y=(ci+czn|zl)z， 
其 中 ci ,c, 是 任意 常数 . 
例 6 求解 方程 IZ +3r + 5y 20. 
解 设 y=x" ,得 到 K 应 满足 的 方程 
K(K-1)+3K+5=0 或 K*+2K+5=0, 
因此 ,K, ,= -1+2i, 而 方程 的 通 解 为 


y= 二 [cicos Qinlx1)+c>sin(2lnlx1)], 
其 中 ciyc; 是 任意 常数 . 
4.2.3 非 齐 次 线性 微分 方程 .比较 系数 法 与 拉 普 拉 斯 变换 法 


现在 讨论 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 

Lal Ea oa am fle) (4.32) 
的 求解 问题 ,这 里 al ,a,… ,a, 是 常数 ,而 f(1) 为 连续 函数 . 

本 来 ,有 了 前 面 讨论 的 结果 ,这 一 问题 已 经 可 以 解决 了 ,因为 
可 以 按照 4.2.2 的 方法 求 出 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 (4.19) 的 基 
本 解 组 ,再 应 用 $4.1 所 述 的 常数 变易 法 , 求 得 方程 (4.32) 的 一 个 
特 解 .这 样 ,根据 定理 7 即 可 写 出 方程 (4.32) 的 通 解 表达 式 , 再 利 
用 初 值 条 件 确定 通 解 中 的 任意 常数 ,就 可 得 到 方程 的 满足 初 值 条 
件 的 解 .但 是 ,正如 大 家 所 看 到 的 ,通过 上 述 步骤 求解 往往 是 比较 
繁琐 的 ,而 且 必 须 经 过 积分 运算 .下 面 介绍 当 f(1) 具 有 某 些 特殊 
形状 时 所 适用 的 一 些 方法 一 一 比较 系数 法 和 拉 普 拉 斯 变换 法 . 它 
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们 的 特点 是 不 需 通 过 积分 而 用 代数 方法 即 可 求 得 非 齐 次 线性 微分 
方程 的 特 解 ,即将 求解 微分 方程 的 问题 转化 为 某 一 个 代数 问题 来 
处 理 , 因 而 比较 简便 . 

(1) 比较 系数 法 


类 型 I 


BZ fU)=(b,1" +b t" +e tb, ,t+b,)e" 其 中 人 及 
(i=0,1, ,zm ) 为 实 常 数 ,那么 方程 (4.32) 有 形 如 
z= tt ( Bt” + B"! +--+ B, t+ B„)e (4.33) 
的 特 解 ,其 中 &A 为 特征 方程 F(A4)=0 的 根 4 的 重 数 ( 单 根 相 当 于 
k=1; 当 4 不 是 特征 根 时 , 取 有 =0), 而 Bo, B, BEREA 
数 , 可 以 通过 比较 系数 来 确定 . 
O 如 果 4 =0, 则 此 时 
f(1)=60t"+hbt” +e tb. 
现在 再 分 两 种 情形 讨论 . 
(a) 在 4=0 不 是 特征 根 的 情形 , 即 F(0) 关 0, 因 而 a, 关 0, 这 
时 取 有 =0, 以 z= Bot” +B ++ BL 代入 方程 (4.32) ,并 比 
较 1 的 同 次 竹 的 系数 ,得 到 常数 B, Bi ,…, 了 ,必须 满足 的 方程 
Ba, = bo, 
B,a, +mBja,-,=0b,, 


Bra, +t(m-1)B,a,-, +m(m-1)B,a,-,=b,, (4.34) 


B, a, +*"" =D, 
注意 到 a, 天 0, 这 些 待 定常 数 Bu ,B, ,…, 了 ,可 以 从 方程 组 (4.34) 
唯一 地 逐个 确定 出 来 . 

(b) 在 4=0 是 & 重 特征 根 的 情形 , 即 F(0)= F'(0)= +“ = 
F*-0(0)=0, 而 F*® (0)#0, ERE a,=a, ,=…=a ,=0， 
a,- 天 0. 这 时 相应 地 ,方程 (4.32) 将 为 
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n~t 
d'z pa Eyota dz- (4.35) 


de +a, dt”? dt 
k 
STES =, 则 方程 (4.35) 化 为 
gt ti d” -k=l 
Jr Piee Ti Far flt), ii 


对 方程 (4.36) 来 说 ,由 于 a,- %0,1 =0 E TEE KI ER. EA 
此 ,由 (1) 知 它 有 形 如 z = Bt"”+ B,t”!'+… + B, 的 特 解 ,因而 方 
程 (4.35) 有 特 解 云 满足 

dB 
这 表明 z 是 1 的 m+ 上 次 多 项 式 ,其 中 + MENS 1 的 项 带 有 
任意 常数 .但 因 我 们 只 需要 知道 一 个 特 解 就 够 了 .我 们 特别 地 取 这 
些 任意 常数 均 为 零 ,于 是 我 们 得 到 方程 (4.35)( 或 方程 (4.32)) 的 
一 个 特 解 

X=" + Heey), 
这 里 yo。,7y,,…，y。 是 已 确定 了 的 常数 . 

D 如 果 4 关 0, 则 此 时 可 像 4.2.2 做 法 一 样 , 作 变量 变换 x = 

ye” ,将 方程 (4. UER 


d” d" d m 
O es: did dic is de E 


(4.37) 
其 中 A, ,A,,…,A, 都 是 常数 .而 且 特 征 方程 (4.21) 的 根 和 A 对 应 
于 方程 (4.37) 的 特征 方程 的 零 根 ,并 且 重 数 也 相同 .因此 ,利用 上 
在 4 不 是 特征 方程 (4.21) 的 根 的 情形 ,方程 (4.37) 有 特 解 
$=B,t" +B t” ++ B, AMAR (4.32 4 RR = (B 1” + 

B tet Bu)"; 
在 4 是 特征 方程 (4.21) 的 上 重 根 的 情形 ,方程 (4.37) 有 特 解 
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方 = 六 (Bt +B t” 十 … 十 也。) ,从 而 方程 (4.32) 有 特 解 


元 = 此 (Bt 二 也 1 十 十 也)e . 


例 7 求 方程 9 于 -2 9z -3z =34+1 的 通 解 
解 ” 先 求 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 


72-32 =0 
的 通 解 .这 里 特征 方程 1 24 -3=0 有 两 个 根 4, =3,X,= 一 1. 
因此 , 通 解 为 zx= cte "+ cze“, 其 中 ci,c;: 为 任意 常数 .再 求 非 齐 
次 线性 微分 方程 的 一 个 特 解 .这 里 f(2)=3:+1,1=0,XH Y 
4=0 不 是 特征 根 , 故 可 取 特 解 形 如 = A + Bt, 其 中 A,B 为 待定 
常数 .为 了 确定 A,B, 将 z= A+ Bt 代入 原 方程 ,得 到 
-2B-3A -3Bt=3t+1, 
比较 系数 得 
| -3B=3, 
-2B-3A=1, 


由 此 得 B= -1,A= 杞 ,从 而 z= 子 - 4 因此 , 原 方程 的 通 解 为 


1 
=ce'+c,e e 


: de a a 


解 ” 从 上 例 知道 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 


a g - 
c=c e tee" 


其 中 c, ,c, 为 任意 常数 . 现 求 原 方程 的 一 个 特 解 .这 里 F(z)=e 0, 
因为 = 一 1 刚好 是 特征 方程 的 单 根 , 故 有 特 解 形 如 = Ate ,将 


它 代 入 原 方程 得 到 -4Ae-‘=e', 从 而 A= - 于 ,于 是 A 


-Le ,而 原 方程 的 通 解 为 
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t =P 


a=c e +c,e => q te 
Bl 9 er e e SIM. 
de “de? “de 
解 特征 方程 M+3i +3A+1=(A+1) =0 有 三 重 根 
A1.2,3 = 一 1, 故 有 形状 为 = t? (A $ Bt )e “的 特 解 ,将 它 代 人 方程 
得 
(6A +24Bt)e"*'=e 一 (tf 一 5$)， 
z DONES -d4 S e: F A eF 
比较 系数 求 得 A= -z B= 57 AMZ == Gt (1 20)e ". HO 
程 的 通 解 为 
z= (ci+cat+cst)e + ¿(e 20)e, 
其 中 Cis C2 ,C3 为 任意 常数 . 
ZW I 


设 f(t)=[A(t)cos ft + B(t)sin frle” HH a,B 为 常数 ， 
而 A(t),B(z) 是 带 实 系数 的 1 的 多 项 式 , 其 中 一 个 的 次 数 为 m, 
而 另 一 个 的 次 数 不 超 过 m ,那么 我 们 有 如 下 结论 :方程 (4.32) 有 
形 如 

z=t[P(t)cos Bt + Q(t)sin Br le” (4.38) 

的 特 解 ,这 里 &A 为 特征 方程 F(A4)=0 的 根 atip 的 重 数 ,而 P(z)， 
Q(t) 均 为 待定 的 带 实 系数 的 次 数 不 高 于 m 的 t 的 多 项 式 , 可 以 
通过 比较 系数 的 方法 来 确定 . 

事实 上 ,回顾 一 下 类 型 I 的 讨论 过 程 , 易 见 当 4 不 是 实数 ,而 
是 复数 时 ,有 关 结 论 仍然 正确 . 现 将 f(1) 表 为 指数 形式 

fte) = ELD TIBU ger: y 211) iBUS 


根据 非 齐 次 线性 微分 方程 的 玖 加 原理 (见习 题 4.1 第 2 题 ), 方 程 
Lix]= filt jA EU ¿cio 
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与 


二 iB(¢t) e“ +iß)t 


的 解 之 和 必 为 方程 (4.32) 的 解 . 

注意 到 f1(:)= f,(1), 易 知 ,车 2,4 Llel=f, (2) 404%, DU 
ab Ll] f(z) 的 解 .因此 ,直接 利用 类 型 的 结果 ,可 知 方 
程 (4.32) 有 和 解 形 如 

JE ED( pe ia + :D(z )e tip 
=*[P(t)cos Br + Q(t)sin Be Je”, 

其 中 D(1) 为 1 的 m 次 多 项 式 ,而 P(1)=2RelD(1)},Q(1)= 
2Im{ D(z)}. 

显然 ,P(1),Q(z) 为 带 实 系数 的 1 的 多 项 式 ,其 次 数 不 高 于 
m .可见 上 述 结论 成 立 . 

注意 ,正确 写 出 特 解 形式 是 待定 系数 法 的 关键 问题 ,在 此 类 型 
的 求解 过 程 中 应 把 P), Q(z) 均 假设 为 m 次 完全 多 项 式 来 实际 
演算 . 

dx 


例 10 RAÍZ +4 ar T477 cos 2t 的 通 解 . 
解 ” 特 征 方程 4*+44+4=0 AER A =4,= -2, 因 此 ,对 
应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 


a=lc,+e.tle”, 


其 中 c, ,c, 为 任意 常数 . 现 求 非 齐 次 线性 微分 方程 的 一 个 特 解 . 因 
为 +2i 不 是 特征 根 , 我 们 求 形 如 x = Acos 21 + Bsin 2t 的 特 解 ,将 
它 代 入 原 方程 并 化 简 得 到 

8Bcos 21 -8Asin 2t = cos 2t, 


比较 同类 项 系数 得 A = 0， B=>+. 从 而 去 sin 21, 因 此 原 方程 
的 通 解 为 
z= (e, +czt)e "+ ¿sin Zi, 
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附注 “类 型 开 的 特殊 情形 
f(t1)=A(t)e”cos ft BR f(t)= B(t)e" sin fr 
可 用 另 一 更 简便 的 方法 所 谓 复 数 法 求解 . 下面 用 例子 具体 说 
明 解 题 过 程 . 
例 11 用 复数 法 解 例 10. 
解 由 例 10 已 知 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 


21 


a=(c,+c,t)e 
为 求 非 齐 次 线性 微分 方程 的 一 个 特 解 ,我 们 先 求 方程 


dix dx _ 2 
PPr r 


HRR OR FA I, T 2; 不 是 特征 根 , 故 可 设 特 解 为 z = 
Ae ,将 它 代入 方程 并 消去 因子 e* 得 8iA =1, 因 而 A= +, 
F= qe = - ¿cos 20 + sin 2t, 4 ih ER R Re | 去 } = 
sin 2t ,根据 定理 9 这 就 是 原 方程 的 特 解 ,于 是 原 方程 的 通 解 为 


a=(c,+c,t)e * 


与 例 10 所 得 结果 相同 . 

(2) 拉 普 拉 斯 变换 法 

常 系数 线性 微分 方程 (组 ) 还 可 以 应 用 拉 普 拉 斯 变换 法 进行 求 
解 , 这 往往 比较 简便 . 

由 积分 


t 1 . 
+ 
g sin 21. 


E o e`" f(t)de 


所 和 定义 的 确定 于 复 平 面 (Res>c) 上 的 复 变 数 s 的 函数 FE(s), 称 
为 函数 f(z ) 的 拉 普 拉 斯 变换 ,其 中 F(z) 于 :三 0 有 定义 , 且 满 足 
不 等 式 


100 + 


|[f(1)|<Me”0, 

这 里 M,o 为 某 两 个 正常 数 .我 们 将 称 f(1) 为 原 函 数 ,而 下 (s) 称 
为 像 函 数 . 

拉 普 拉 斯 变换 法 主要 是 借助 于 拉 普 拉 斯 变换 把 常 系数 线性 微 
分 方程 (组 ) 转 换 成 复 变 数 s 的 代数 方程 (组 ). 通 过 一 些 代数 运算 ， 
一 般 地 再 利用 拉 普 拉 斯 变换 表 , 即 可 求 出 微分 方程 (组 ) 的 解 .方法 
十 分 简单 方便 ,为 工程 技术 工作 者 所 普遍 采用 .当然 ,方法 本 身 也 
有 一 定 的 局 限 性 , 它 要 求 所 考察 的 微分 方程 的 右 端 贤 数 必须 是 原 
了 消 数 ,否则 方法 就 不 适用 了 . 

关于 拉 普 拉 斯 变换 的 一 般 概 念 及 基本 性 质 , 请 参阅 有 关 书 
籍 ”, 这 里 只 列 出 部 分 常用 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 简 表 ( 见 表 
(4.1)), 供 学 习 时 使 用 参考 ,而 且 只 简单 地 介绍 拉 普 拉 斯 变换 在 解 
常 系 数 线性 微分 方程 中 的 应 用 ,关于 在 微分 方程 组 方面 的 应 用 , 留 
待 下 一 章 有 关 部 分 再 介绍 .如 果 已 有 较 好 计算 机 软件 基础 知识 的 
读者 , 即 可 参考 本 书 附录 上 是 ,直接 对 某 些 方程 求解 . 

设 给 定 微 分 方程 

aa (4.32) 
及 初始 条 件 
x(0)= zoz (0)= x9, 1 TP (0)= xi”, 

其 中 a ,a,,…,a, 是 常数 ,而 f(1) 连 续 且 满足 原 函 数 的 条 件 . 

注意 ,如 果 zx(z) 是 方程 (4.32) 的 任意 解 , 则 z(t ) 及 其 各 阶 导 
EP (1)(k=1,2,…,n) 均 是 原 函 数 . 记 


F()=4/7()]=| e`" f(t) A 


X()=4x(0]= | EAN 


O 对 于 复 值 的 f(1),|f(z)| 表 其 模 . 
了 


R(4.1) 拉 普 拉 斯 变换 表 


+00 
序号 | EBAG) | 像 函 数 F(s)= | e-ar(t)dt|  F(s) 的 定义 域 
2 2 Re s>0 
S 
1 
1 
! 
6 t'e” -一 -一 Re s>Re z 
(s-z) 
w 
8 COS wt Re s>0 
9 sh wt Re s>lwl 
2 sw 
12 5 Re s>0 
t 
S (wy ES 
Àt + w 
sÀ 
2w[(s-A) 
1 Àt + 
2 2 
16 àt (s-14) 一 Ww 


那么 , 按 原 图 数 微分 性 质 有 
Lai (t)]=sX(s)- z,» 


Axr (rt)]=sX(s) 一 no 一 e? — 1. — PIN i 
于 是 ,对 方程 (4.32) 两 端 施行 拉 普 拉 斯 变换 ,并 利用 线性 性 质 就 得 
到 
sX(s)—s" ‘ros tas ao” 
+ai[s X(s)—s" xr- s" dr 12] 


+*%+a,_i[lsX(s)—- zo +a,X(s)= F(s), 


即 
(Ss +a¡s + +a, ,s+ta,)X(s) 
=F(s)+(s" +ajs + +a,,)x 
a A A 
或 


A(s)X(s)=F(s)+ B(s), 
其 中 A(s),B(s) 和 FF(s) 都 是 已 知 多 项 式 ,由 此 


yis Aaa A 


这 就 是 方程 (4.32) 的 满足 所 给 初始 条 件 的 解 xz (1 ) 的 像 函 数 .而 
X(t) 可 直接 查 拉 普 拉 斯 变换 表 或 由 反 变 换 公式 计算 求 得 .下 面 举 
几 个 用 这 种 方法 解 方程 的 例子 . 


例 12 RIEL = ex 满足 初 值 条 件 z(0) =0 的 解 


解 ” 对 方程 两 端 实行 拉 普 拉 斯 变换 ,得 到 方程 的 解 的 像 函 数 
所 应 满足 的 方程 


1 
5 一 2 


sX(s)-x(0)- X(s)= 
由 此 ,并 注意 到 2(0)=0,48 


E 1 
A ra rs rs t= 


- 170 


直接 查 拉 普 拉 斯 变换 表 , 可 得 一 5 和 一 的 原 函数 分 别 为 ee 
e .因此 ,利用 线性 性 质 ,就 求 得 X(s) 的 原 函 数 为 


zfti)=e ~-e’, 
这 就 是 所 要 求 的 解 . 
例 13 求解 方程 rz +2z +z=e rz(l)=z (1)=0. 
解 ” 先 令 +=+ 一 1, 将 问题 化 为 
x’ +27r +ta=e ,zrz(0)=xz’(0)=0, 
骨 对 新 方程 两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 ,得 到 


o A OO E E 


4 
s+1 e 


? 


因此 


E 


e 
查 拉 普 拉 斯 变换 表 可 得 
Heston, 
从 而 
2(0)=+(-1e”, 
这 就 是 所 要 求 的 解 . 
H14 求 方 程 xz”+3x” ”+3x +r=1 的 满足 初 值 条 件 zx(0) 


=z (0)=z (0)=0 的 解 . 
解 ” 对 方程 两 边 施行 拉 普 拉 斯 变换 得 


($ +35 +3s+1)X(s)==, 
由 此 得 


1 
A . 


把 上 式 右 端 分 解 成 部 分 分 式 
,154 ， 


上 
s(s+1} s sti (s+1): (s+1)’ 


HERA mE MAP i ER) RA, UE NAAA XA) 
E 

x(t)=1-e “一 te 
这 就 是 所 要 求 的 解 . 

例 15 求解 方程 zx +a’ z= bsin at;x(0)= xz, x (0)= zo, 
其 中 a ,8 为 非 零 常数 . 

解 ” 对 方程 实行 拉 普 拉 斯 变换 ,得 到 


, b 
s X(s)- Tas- zo ta X(s)= +0 
s Fa 


ds ON =1-3(0 oes 


即 
o MEE E Es 
把 上 式 右 端 第 一 项 分 解 为 部 分 分 式 


ab 


EE >. 1 _ s-a 
natalia ray) 


于 是 
b do sa? 5 J | 
x= lara ar e 
= [rta E 3 Za 
2a? Ls + a? ($ +a?) Fa a sta 
由 拉 普 拉 斯 变换 表 可 求 得 
z(t)= E at — atcos at) + x,cos at + Din at 
2a a 
1 a 
= ¿ab +2aro)sin at + a(2ax,-— bt)cos at], 
此 即 为 所 要 求 的 解 . 
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4.2.4 质点 振动 


振动 是 日 常生 活 和 工程 技术 中 常见 的 一 种 运动 形式 .例如 钟 
摆 的 往复 摆动 . 弹 得 的 振动 .乐器 中 弦 线 的 振动 .机 床 主轴 的 振动 、 
电路 中 的 电磁 振荡 等 等 .振动 问题 的 研究 ,在 一 定 条 件 下 ,可 以 归 
结 为 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 问题 来 讨论 . 下面 我 们 以 第 一 章 
里 所 举 的 力学 典型 例子 数学 摆 作为 具体 的 物理 模型 ,利用 常 系数 
线性 微分 方程 的 理论 ,讨论 有 关 自由 振动 和 强迫 振动 的 问题 ,并 并 
明 有 关 的 一 些 物理 现象 . 至 于 RLC 电路 中 的 电磁 振荡 完全 可 以 
同样 地 加 以 讨论 . 

(1) 无 阻尼 自由 振动 

考察 数学 摆 的 无 阻尼 微小 自由 振动 方程 

TP+ gp=0, (1.9) 


记 了 =w ,这 里 w>0 是 常数 ,(1.9) 变 为 
TP+ wp=0. (4.39) 
这 是 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 , 它 的 特征 方程 为 
ito EO, 
FIAR A EE AR 
A12= li oi. 
因此 ,方程 (4.39) 的 通 解 为 
p=C,cos wt + csin wt, (4.40) 


其 中 c, ,c, 为 常数 .为 了 获得 明显 的 物理 意义 , 令 


Ci C2 
cos 0 = 


Fr - a 2 
Ci Te i i 


sin 0 = 
因此 ,者 取 
C 
4A=wVcl+cy， 0O=arctan 
2 
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则 (4.40) 可 以 写成 
p= c? + C3 (=== : A 
y ci 十 c3 A cl 十 cy 


= Ą (sin Ocos wt + cos Osin wt), 


sin wt 


即 
p= Asin (wt +0), (4.41) 
这 里 A ,9 代替 了 c, ,c, 作 为 通 解 中 所 含 的 两 个 任意 常数 . 
从 通 解 (4.41) 可 以 看 出 ,不论 反 映 摆 的 初始 状态 的 A 与 9 为 
ME , 摆 的 运动 总 是 一 个 正弦 函数 , 它 是 上 的 周期 函数 (参看 图 
(4.1)). 这 种 运动 称 为 简 谐 振动 . 振动 往返 一 次 所 需 的 时 间 称 为 周 


期 , 记 为 了 ,这 里 T= 生 ; 单 位 时 间 内 振动 的 次 数 称 为 频率 , 记 作 


,这 里 v= 示 = 耻 ;而 w=2nv 称 为 加 频率 .从 而 得 出 结论 :数学 
摆 的 周期 只 依赖 于 摆 长 ! ,而 与 初 值 无 关 ， 


图 (4.1) 


此 外 , 摆 离开 平衡 位 置 的 最 大 但 离 称 为 振幅 .数学 摆 的 振幅 为 
A, 而 .9 称 为 初 位 相 . 这 里 ,振幅 和 初 位 相 都 依赖 于 初 值 条 件 . 
如 果 把 数学 摆 移 至 位 置 p = wo 处 ,然后 突然 松 开 ,使 其 自由 
摆动 ,这 就 相当 于 给 定 如 下 的 初 值 条 件 : 
t=0 ff, p= p E = 0. (4.42) 
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把 (4.42) 代 入 通 解 (4.41) ,得 到 
r A = Asin O = Po > 


de | = Awcos 0=0, 
dt 1=0 


于 是 得 初 位 相 0 = > ,振幅 A = go. 因此 ,所 求 的 特 解 为 


9 三 posin( wr + 5 = PCOS wt. 


(2) 有 阻尼 自由 振动 
从 通 解 (4.41) 可 以 看 到 ,无 阻尼 的 自由 振动 是 按 正弦 规律 作 
周期 运动 ,摆动 似乎 可 以 无 限期 的 进行 下 去 .但 是 ,实际 情况 并 不 
是 如 此 , 摆 总 是 经 过 一 段 时 间 的 摆动 后 就 会 停 下 来 ,这 说 明 我 们 所 
得 的 方程 并 没有 完全 反映 物体 运动 的 规律 .因为 空气 阻力 在 实际 
上 总 是 难免 的 ,因此 必须 把 运动 阻力 这 一 因素 考虑 进去 ,从 而 得 到 
第 一 章 已 推导 过 的 摆 的 有 阻尼 的 目 由 振动 方程 
dp, edo, £ =0, (1.10) 


WE =22,7+= o ,这 里 n,w 是 正常 数 ,(1.10) 可 以 写成 


dg +2n dP + wg=0. (4.43) 
它 的 特征 方程 为 
A +2m4 +w =O, (4.44) 
特征 根 为 
haneit n = 


对 于 不 同 的 阻尼 值 n ,微分 方程 有 不 同形 式 的 解 , 它 表 示 不 同 的 运 
动 形式 , 现 分 下 面 三 种 情况 进行 讨论 : 
小 阻尼 的 情形 : 即 zz<ow 的 情形 ,这 时 4, 2, AER 
R, wEV w n, M A= 一 n+ wii. 而 方程 (4.43) 的 通 解 为 
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p=e "(c,cos wt + csin wt). 
和 前 面 无 阻尼 的 情形 一 样 , 可 以 把 上 述 通 解 改写 成 如 下 形式 : 
p= Ae "sin(w,t +0), (4.45) 
这 里 A ,9 为 任意 常数 . 
从 (4.45) 可 见 , 控 的 运动 已 不 是 周期 的 ,振动 的 最 大 偏离 随 着 
时 间 增 加 而 不 断 减 小 ,而 摆 从 一 个 最 大 偏离 到 达 同 侧 下 一 个 最 大 


偏离 所 需 的 时 间 为 T= <2. 图 (4.2) 表 示 函 数 (4.45) 的 图 形 , 图 上 


虚线 是 p= Ae "的 图 形 .而 实 线 表示 摆 运 动 的 偏离 随时 间 变 化 的 
规律 , 它 夹 在 两 条 虚线 中 间 振 动 .因为 阻尼 的 存在 , 摆 的 最 大 偏离 
随时 间 增 大 而 不 断 减 小 ,最 后 摆 趋 于 平衡 位 置 pg =0. 


图 (4.2) 


D 大 阻尼 的 情形 : 即 n>>w 的 情形 ,这 时 2,< 2, <0, 特 征 方 
程 (4.44) 有 两 个 不 同 的 负 实 根 . 方 程 (4.43) 的 通 解 为 
p=c en tce, (4.46) 
这 里 ci ,c, 是 任意 常数 . 
从 (4.46) 可 以 看 出 , 摆 的 运动 也 不 是 周期 的 ,因为 方程 
cien + ce? =0 对 于 :最 多 只 有 一 个 解 ,因此 , 摆 最 多 只 通过 平 
衡 位 置 一 次 ,又 因为 
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d a 
Fo A e 59" +c,4,e%' 


di 


=P] 
得 知 , 当 + 足够 大 时 ,9 的 符号 与 c, 的 符号 相反 .因此 ,经 过 一 和 


时 间 后 , 摆 就 单调 地 趋 于 平衡 位 置 ,因而 在 大 阻尼 的 情形 ,运动 不 
是 周期 的 , 且 不 再 具有 振动 的 性 质 . 摆 的 运动 规律 (4.46) 的 图 形 如 
图 (4.3) 所 示 . 
O 临界 阻尼 的 情形 : 即 ”= w 的 情形 ,这 时 特征 方程 (4.44) 
AEIR A = 4, = -27 方程 (4.43) 的 通 解 为 
p=e (ci 十 0 (4.47) 


p r 


这 里 Cc, ,c; 是 任意 常数 . 

从 (4.47) 可 以 看 出 , 摆 的 运动 也 不 是 周期 的 , 它 的 运动 规律 
(4.47) 的 图 形 和 图 (4.3) 相 类 似 . 摆 也 不 具有 振动 的 性 质 . 数值 
n = w 称 为 阻尼 的 临界 值 ,这 一 数值 正好 足够 抑制 振动 .这 里 临界 
值 的 意思 是 指 : 摆 处 于 振动 状态 或 不 振动 状态 的 阻尼 分 界 值 , 即 当 
7 之 ww 时 , 摆 不 具有 振动 性 质 ,运动 规律 如 图 (4.3) 所 示 . 而 当 z< w 
时 , 摆 具 有 振动 性 质 ,运动 规律 如 图 (4.2) 所 示 . 

(3) 无 阻尼 强迫 振动 

以 上 谈 到 的 无 阻尼 自由 振动 和 有 阻尼 自由 振动 都 属于 自由 振 
动 , 它 对 应 于 一 个 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 . 当 一 个 振动 系统 
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还 经 常 受 到 一 个 外 力作 用 时 ,这 种 振动 称 为 强迫 振动 .最 常见 的 外 
力 往往 是 按 周 期 变化 的 ,这 里 考察 周期 外 力 特 别 是 按 正弦 变化 的 
外 力作 用 下 的 强迫 振动 .我 们 仍 以 数学 摆 为 例 . 


PEE 
d+ kdp+ 和 gp= 一 F(t). (1.11) 
考察 无 阻尼 强迫 振动 , 即 y = 0 的 情形 . 令 =w? EC) - 
Hsin pt ,日 为 已 知 常数 ,p e a 
EL + a? p= Hsin pt. (4.48) 
方程 (4.48) 的 对 应 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 
p= Asin( wt + 0), (4.41) 


这 里 A, 0 是 任意 常数 . 现 求 (4.48) 的 一 个 特 解 .如 果 + p,MI 
(4.48) 有 形 如 

p= Mcos pt + Nsin pt (4.49) 
的 解 ,这 里 M,N 是 待定 常数 .将 (4.49) 代 入 (4.48) ,比较 同类 项 
系数 ,得 到 

M=0, N=- ro 
因此 ,方程 (4.48) 的 通 解 为 


p= Asin( wt +0) + -r asin pt. (4.50) 
Ne 


通 解 (4.50) 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 分 是 无 阻尼 自由 振动 的 解 
Asin(wt + 9), 它 代表 固有 振动 ,第 二 部 分 是 振动 频率 与 外 力 频 率 


相同 ,而 振幅 不 同 的 项 -zzsin pt, 它 代表 由 外 力 引 起 的 强迫 振 
动 . 从 (4.50) 还 可 以 看 出 ,如 果 外 力 的 圆 频率 p 愈 接近 固有 圆 频 
率 w, 则 强迫 振动 项 的 振幅 就 愈 大 . 


MR p= w, 则 (4.48) 有 形 如 
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p=t(Mcos wt + Nsin wt) 


的 解 ,将 它 代 入 (4.48) ,比较 同类 项 系数 得 到 
M=-242, N=0. 
因而 ,方程 (4.48) 的 通 解 为 
p= Asinl wt + 0) — Arcos wt . (4.51) 


(4.51) 表 示 随 着 时 间 的 增 大 , 摆 的 偏离 将 无 限 增加 ,这 种 现象 
称 为 共振 现象 .但 是 ,实际 上 , 随 着 摆 的 偏离 的 增加 ,到 了 一 定 程 
度 ,方程 (4.48) 就 不 能 描述 把 的 运动 状态 了 . 

(4) 有 阻尼 强迫 振动 

这 时 摆 的 运动 方程 (1.11) 变 为 

EL +2 SE + w’ p= Hsin pt. (4.52) 

根据 实际 的 需要 ,我 们 只 讨论 小 阻尼 的 情形 , 即 n< w 的 情形 .这 
时 (4.52) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 


p= Ae "sin(wt+0), (4.45) 
这 里 A ,0 是 任意 常数 ,w= Vw 一 n"( 见 (2) 有 阻尼 自由 振动 中 
的 情形 中 ). 
现 求 (4.52) 的 一 个 特 解 , 这 时 可 以 寻求 形 如 
B= Mecos pt + Nsin pt (4.53) 


的 特 解 ,这 里 M,N 是 待定 常数 .将 (4.$53) 代 人 (4.52 ) ,比较 同类 
项 系数 ,得 到 


M = -2npH (w -p)H 


Aa? i 

为 了 获得 更 明显 的 物理 意义 , 令 
M= H" sin 0° ,N=H'cosó6', 

即 令 

H 


Fa? S b) i+4n p 


H' = JM +N = (4.54) 


> 10L > 


一 277 力 


2 2， 
w =p 


tan 0" = 


这 时 (4.53) 可 以 写成 
= H’ sin 0" cos b+ 五 "cosg0 sin pt = H* sin(pt+0*), 
因此 ,(4.52) 的 通 解 为 


p= Ae "sin(wt+0)+ Ei 


5 sin[( pi + 0" ). 
lw- p Y +4n? p | 
(4.55) 
SS EEE , B RE 
有 阻尼 的 自由 振动 , 它 是 系统 本 身 的 固有 振动 , 它 随 时 间 的 增长 而 
衰减 ,第 二 部 分 是 由 外 力 而 引起 的 强迫 振动 项 , 它 的 振幅 不 随时 间 
的 增长 而 衰减 .因此 ,考虑 强迫 振动 时 主要 就 考虑 后 一 项 
HAT (pt + 0" ), 它 与 外 力 的 频率 一 样 , 但 相 
位 和 振幅 都 不 同 了 . 
| 我 们 现在 来 研究 外 力 的 圆 频 率 p 取 什 么 值 时 所 引起 的 强 连 
振动 项 的 振幅 五 " 达到 最 大 值 . 
从 (4.54) 看 出 ,只 需 讨 论 当 p 取 何 值 时 (ww? — pY +4n p ik 
到 最 小 值 即 可 .为 此 , 记 8B(p)=(w? 一 p?)*+4n?p? ,将 它 对 p 求 
导数 ,并 令 导 数 等 于 零 ,得 到 
DB(p)= -4p(w -pp )+8n’p=0. 
因此 ,只 要 2n?<w?, 即 只 要 阻尼 很 小 时 ,就 解 得 


p=Vw -2n°. (4.56) 
而 当 p 取 此 值 时 ,我 们 有 @B”(p)=8p?>0, 因 而 B(p) 在 
p= at -2n 


时 达到 最 小 值 . 
把 (4.56) 代 入 (4.54) ,得 到 相应 的 最 大 振幅 值 为 
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goa H HH 
= San tAn la -2n’) 2n Vw -n 

就 是 说 , 当 外 力 的 圆 频率 p= Y w -2 时 ,强迫 振动 项 的 振幅 达 
到 最 大 值 , 这 时 的 圆 频 率 称 为 共振 频率 ,所 产生 的 现象 也 叫 共振 
现象 . 

在 发 生 共振 现象 时 ,一 个 振动 系统 在 不 太 大 的 外 力作 用 下 会 
产生 很 大 振幅 的 振动 ,以 致 引 起 破坏 性 的 效果 .例如 一 个 电动 机 固 
定 在 一 个 能 作 弹 性 振动 的 座 台 上 ,电动 机 转动 时 产生 出 周期 性 的 
J ,这 力 播 动 座 台 ,使 座 台 处 在 强迫 振动 的 状态 中 , 当 外 力 的 频率 
接近 于 固有 频率 时 ,在 无 阻尼 或 小 阻尼 的 情形 ,就 会 发 生 共振 现 
象 ,电动 机 传 给 座 台 很 大 的 能 量 ,因而 座 台 振动 的 振幅 能 够 增 大 到 
使 座 台 损坏 的 程度 .因此 ,在 工程 技术 中 往往 要 尽量 避免 共振 现象 
的 发 生 .但 是 ,只 要 我 们 掌握 共振 的 规律 ,也 可 以 利用 共振 为 我 们 
服务 .例如 ,收音 机 的 调频 就 是 利用 共振 的 作用 ,乐器 的 构造 也 是 
利用 共振 的 原理 . 


EL 


$ 习题 4.2 


TIA 


1. 证 明定 理 8 和 定理 9. 

2. 求解 下 列 常 系数 线性 微分 方程 : 
(1) xP -Sr”’+4x=0; 

(2) x” —3ar’ +3a’x -a'rx=0; 
(3) x'” - 4x” =0; 

(4) z +x +r=0; 

(5) 5°- a's=t+1; 

(6) x -4x +Sx -21=21 +3; 
(7) 2 -22° +tz= t 3; 

(8) xr” - xz=cos t; 

(9) x” + x° -2x =8sin 2t; 

(10) x 一 工 =e'; 
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(11) +2asS +a 5=ei 
(12) 1 +61 +t5r=e"; 
(13) x 一 2z +3x=e ‘cos t; 
(14) x” + x=sin t — cos 2t; 
(15) "41 "+4x=e +e +1; 
(16) x +9x= tsin 3t; 
(17) 2-21 +2x=te cost; 
(18) x +21" +5x=4e ' + 17sin 2t; 
(19) a” + a= irs 
1 

sın 上 

3. 求 下 列 方程 的 通 解 : 

(1) ¿x+t-x=0; 

(2) 121 -4ta +6r=t; 

(3) tx” -3tx"-8x=tnt; 

(4) t?’ rx” -tr +2x7=18tcos(In t). 

4. 求 下 组 初 值 问题 的 解 : 

(1) z+9z=6e',z(0)=z (0)=0; 

(2) 17% + x=2e ,1(0)=x(0)=x"(0)=x”(0)=1. 

5. 火车 沿 水 平 的 道路 运动 .火车 的 质量 是 已 ,机 车 的 牵引 力 是 下 ,运动 
时 的 阻力 W=a+bV, 其 中 a,b 是 常数 ,而 V 是 火车 的 速度 ;S 是 走 过 的 路 
程 . 试 确定 火车 的 运动 规律 , 设 :=0 时 S=0,V=0. 

6. 设 p(t) 是 方程 x”+ ea f(1) 的 解 ,其 中 上 为 常数 ,函数 f(t) 于 
0 三 :< + co 连续 , 试 证 : 

(1) 当天 0 时 ,能 够 选择 常数 c, c W, ,使 得 


(20) x +x=1-— 


p(t)= ccos kt + sin kt + 二 上 sin k(t — s)* f(s)ds 
(0<t< +œ); 


(2) 当 放 =0 时 ,方程 的 通 解 可 表 为 
r=otentt | Ge-)f(s)ds (0<1< +00), 


其 中 c ,ec: 为 任意 常数 . 
。 165 >° 


7. 给 定 方程 xz”+5zr +6z' =$(0), HH FU) - o<X1i<o EX, 
设 9,(t) ,9:(z) 是 上 述 方程 的 两 个 解 WEAR RR lim[ p, (£) — p: (t) FE. 


$4.3 高 阶 微分 方程 的 降 阶 和 和顺 级 数 解法 


一 般 的 高 阶 微分 方程 没有 普遍 的 解法 ,处 理 问 题 的 基本 原则 
是 降 阶 ,利用 变换 把 高 阶 微分 方程 的 求解 问题 化 为 较 低 阶 的 方程 
来 求解 .因为 一 般 说 来 , 低 阶 微分 方程 的 求解 会 比 求 解 高 阶 微分 方 
程 方便 些 .特别 地 ,对 于 二 阶 ( 变 系数 ) 齐 次 线性 微分 方程 ,如 能 知 
道 它 的 一 个 非 零 特 解 , 则 可 利用 降 阶 法 求 得 与 它 线性 无 关 的 另 一 
个 特 解 ,从 而 得 到 方程 的 通 解 ; 对 于 非 齐 次 线性 微分 方程 ,只 需 再 
运用 常数 变易 法 求 出 它 的 一 个 特 解 ,问题 也 就 解决 了 .因此 ,问题 
的 关键 就 在 于 寻找 齐 次 线性 微分 方程 的 一 个 非 零 特 解 .本 节 主 要 
介绍 一 些 可 降 阶 的 方程 类 型 和 求 二 阶 线性 微分 方程 的 震级 数 解 
法 . 


4.3.1 可 降 阶 的 一 些 方程 类 型 
n 阶 微分 方程 一 般 地 可 写 为 


F(t1,r,r zt )=0. 
下 面 讨论 三 类 特殊 方程 的 降 阶 问题 . 
(1) 方程 不 显 含 未 知 汶 数 zx, 或 更 一 般 地 , 设 方程 不 含 x, 
da MAREA 


Frtz zt? )=0 U1< A 
Ab r” = y, 则 方程 即 降 为 关于 y Une 阶 方程 
F(t, ysy e y “)=0. (4.58) 


如 果 能 够 求 得 方程 (4.58) 的 通 解 
Tr 
即 
z” = polt,c, e A 
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再 经 过 上 次 积分 得 到 
x= Mit 
其 中 c ,cy,…，c, 为 任意 常数 .可 以 验证 ,这 就 是 方程 (4.57) 的 
通 解 . 
特别 地 ,车 二 阶 方程 不 显 含 z( 相 当 于 n =2,k=1 的 情形 )， 
则 用 变换 x = y 便 把 方程 化 为 一 阶 方程 . 


例 1 RA d 工 -0 的 解 . 


t dt’ 


g SF = y, 则 方程 化 为 


这 是 一 阶 方程 ,积分 后 得 y= ct Mi= ct. 于 是 
T=ct tet teat tettces, 
其 中 c, ,c,,…,c; 为 任意 常数 ,这 就 是 原 方程 的 通 解 . 
(2) 不 显 含 自 变量 * 的 方程 
F(xr,r a" )=0. (4.59) 
我 们 指出 , 若 令 x = y, 并 以 它 为 新 未 知 函数 ,而 视 z 为 新 自 变 
量 , 则 方程 就 可 降低 一 阶 . | 


$ AA NA y Y 
事实 上 ,在 所 作 的 假定 下 ,z = y, x o oo ds pu 


2 2 
=y ($) SS EE, e 


y Y RS) MEET A (SI) BARA 


Y EN 
| G(2.9. 32» 7 )=0， 
这 是 关于 z,y 的 n 一 1 阶 方程 , 比 原 方程 (4.59) 低 一 阶 . 


例 2 求解 方程 re +(2 )=0 
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解 Gr = y, 直 接 计算 可 得 x= y 和 ,于 是 原 方程 化 为 
zy +0, BH y=0 R r 入 +y=0, 积 分 后 得 y= E, 8 
= 二 ,所 以 z? = citt cz(ci=2c), 这 就 是 原 方程 的 通 解 . 
例 3 求 数学 摆 的 运动 方程 
fe (1.8) 
满足 初 值 条 件 : 当 t=0 时 ,9= po >0, 2 =0 的 解 . 
解 E LO 把 .这 时 ,方程 (1.8) 变 为 


dr 
p=- Fsin p, 
积分 之 ,得 到 
Fp = $ (cos ptes), 
或 者 
1 (doy 
($) =Z cos p+ ci)， (4.60) 


这 里 c, 是 任意 常数 .用 初 值 条 件 代 和 人 (4.60) ,得 到 c = — cos Po . 
于 是 (4.60) 变 为 
(£) = ŽE (cos P— cos po), 
将 上 式 开 方 得 到 

SP = HE 2E /cos Hp 一 cos Qo- (4.61) 
A. LN 
- 9 之 间 的 第 一 次 摆动 的 情况 ,这 时 92< 0,(4.61) 的 右 端 取 负 


号 ,得 到 
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SE ==, ŽE fos p= cos po. (4.62) 
将 方程 (4.62) 分 离 变量 ,然后 积分 ,并 计 及 初 值 条 件 即 得 


| 天 一 = - | J Ears -e E. (4.63) 
V cos 9 — cos po 0 l l 


少 


则 (4.63) 可 写 为 

ETA (4.64) 
这 里 1 是 代表 摆 从 最 大 正 偏 离 角 p = po 第 一 次 到 达 p=0 所 需 的 
时 间 . 经 过 2 的 时 间 , 摆 到 达 最 大 负 偏 离 角 的 位 置 p= 一 po， 然 


后 , 摆 又 开始 向 右 端 运动 ,这 时 92 >0,(4.62) 式 已 不 能 描述 摆 的 
运动 了 . 故 所 得 的 解 (4.64) 只 适用 于 0<<+<24 的 区 间 . 对 于 
:=24 之 后 的 一 段 时 间 (4.61) 的 右 端 取 正 号 ,得 到 方程 

E Ecos pes qa. 
积分 之 ,并 注意 到 此 时 初 值 条 件 为 += 2to 时 p=- po ,得 到 


J 
-fo y COS 9 一 cos po 


= | Jar = (1-20W E, (4.65) 
21, 
再 注意 到 
po de ee | dp 
0 Wocos P”— COS po 0 Wcos p~ cos po 


可 将 (4.65) 写 为 
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ais = >- sh -一 (4.66) 
V cos o ~ cos po 


当 t=4to 时 , 摆 又 回复 到 p= po ,然后 又 向 左 端 运动 .(4.66) 在 区 间 
210o 和 上 和 41 上 适用 .在 4to 三 1 三 6to 区 间 上 摆 的 运动 又 由 方程 
(4.64) 描 述 . 摆 在 p= wo 和 p= - wm 之 间 做 周期 性 的 摆动 ,所 以 ,我 
们 只 需 就 区 间 0 委 上 委 4ti 讨论 摆 的 运动 已 足够 了 . 摆 从 p = wo 到 

= 一 9 的 摆动 情况 由 方程 (4.64) 描 述 ; 而 摆 从 p= - m 再 到 p = 
yu 的 摆动 情况 由 方程 (4.66) 描 述 .积分 | TT 二 是 不 能 用 
初等 函数 表示 出 来 的 ,这 是 一 个 椭圆 积分 .我 们 可 将 这 里 得 到 的 结 
果 与 前 面 用 p 近似 sin y 所 得 的 线性 微分 方程 的 结果 作 一 个 比较 ， 
就 知 此 处 非 线性 的 情形 比 线性 化 了 的 情形 复杂 得 多 了 . 

(3) 齐 次 线性 微分 方程 
a (Do 0,020. (4.2) 
我 们 知道 ,方程 (4.2) 的 求解 问题 归结 为 寻求 方程 的 ”个 线性 无 
关 的 特 解 ,但 如 何 求 这 些 特 解 呢 ? 没有 普遍 的 方法 可 循 .这 是 与 常 
系数 线性 微分 方程 的 极 大 差异 之 处 .但 是 我 们 指出 ,如 果 知 道 方程 
的 一 个 非 零 特 解 , 则 利用 变换 ,可 将 方程 降低 一 阶 ;或 更 一 般 地 , 若 
知道 方程 的 & 个 线性 无 关 的 特 解 , 则 可 通过 一 系列 同类 型 的 变 
换 , 使 方程 降低 阶 .并 且 新 得 到 的 n ~- 阶 方 程 也 是 齐 次 线性 
的 . 
事实 上 , 设 zi ,x,,… ,xz 是 方程 (4.2) 的 个 线性 无 关 解 , 显 
然 x; 半 0(i=1,2,…,k), 令 zx = zy, 直 接 计 算 可 得 
gs 


AY LAY + rhy, 


Le ny” + nzay”" T rey “二 本 Sai 


nin=1) s n- 
2 
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将 这 些 关 系 式 代 和 人 (4.2) ,得 到 
roy + [nta da yo 
+[ri +a z "+ o +azx)]y=0, 
这 是 关于 y 的 n 阶 方程 , 且 各 项 系数 是 t HEMRA, y KR 
数 恒 等 于 零 ,因为 六 是 (4.2) 的 解 .因此 ,如 果 引 入 新 未 知 函 数 
zx=y ,并 在 r, FO 的 区 间 上 用 zx, 除 方程 的 各 项 ,我 们 便 得 到 形状 


如 
zP +b (t)z? + +b, (t)z=0 (4.67) 


的 n 一 1 阶 齐 次 线性 微分 方程 . 
方程 (4.67) 的 解 与 (4.2) 的 解 之 间 的 关系 ,由 以 上 变换 知道 为 


z=Yy = (2) ,或 工 = z| zdt. 因 此 ,对 于 方程 (4.67), 我 们 就 知 


T 
道 它 的 -1 PARMA z (E) (i=1,2, 0,410. 


事实 上 ,>z， 3 之 29”” ,2 _1 是 方程 (4.67) 的 解 , 这 一 点 是 显然 的 . 
假设 这 有 -1 个 解 之 间 存 在 关系 式 


a12,+ azz2z 十 … 二 ak-lz -is0， 


A / 严 
Tı Tə T- 
Tk Tk Th 


其 中 a, ,a,,… ,ai-1 是 常数 .那么 ,就 有 


Tı Ta T- 
Ti Ty T; 


011, + 017+*""+0,¿-¡%,-1+ 042,0, 
由 于 Tı ,线性 无 关 , 故 必 有 as = a" —W =0. 这 就 是 
说 之 1 9 之 7 A 1 是 线性 无 关 的 . 


因此 ,车 对 方程 (4.67) 仿 以 上 做 法 , 令 2= 24.1] udt, 则 可 将 
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或 


或 


方程 化 为 关于 u 的 n 一 2 阶 齐 次 线性 微分 方程 


au "Peseta Ot + 0, ,(1)u=0, (4.68) 


并 且 还 知道 方程 (4.68) 的 &- 2 个 线性 无 关 解 


u; = (2) 和 

由 上 面 的 讨论 我 们 看 到 ,利用 k 个 线性 无 关 特 解 当 中 的 一 
E x; ,可 以 把 方程 (4.2) 降 低 一 阶 , 成 为 n -1 阶 齐 次 线性 微分 方 
程 (4.67) ,并 且 知 道 它 的 &- 1 个 线性 无 关 解 ;而 利用 两 个 线性 无 
关 解 xz-_1 ,zz; ; 则 可 以 把 方程 (4.2) 降 低 两 阶 ,成 为 n -2 阶 齐 次 线 
性 微分 方程 (4.68) ,同时 知道 它 的 有 =- 2 个 线性 无 关 解 . 依 此 类 
推 ,继续 上 面 的 做 法 , 若 利用 了 方程 的 & 个 线性 无 关 解 rz ,z，,… 
Zz ， 则 最 后 我 们 就 得 到 一 个 n-k 阶 的 齐 次 线性 微分 方程 .这 就 是 
说 把 方程 (4.2) 降 低 了 & 阶 . 

特别 地 ,对 于 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 ,如果 知道 它 的 一 个 非 零 
解 , 则 方程 的 求解 问题 就 解决 了 . 

事实 上 , 设 z = zi 天 0 是 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 


dx 
dt? 


的 解 , 则 由 上 面 讨论 知道 ,经 变换 xz = A ydt 后 ,方程 就 化 成 


OEA q(t) = 0 (4.69) 


Y + [2x1 + p(2)x,Jy=0, 
这 是 一 阶 线性 微分 方程 . 解 之 得 
y = ce jane 
Tı 
因而 
z= nle + c| ed, (4.70) 


这 里 c,c, 是 任意 常数 . 
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取 c, =0,c=1, 我 们 得 到 方程 (4.69) 的 一 个 特 解 
r = zf edo az, 


它 与 r 显然 是 线性 无 关 的 ,因为 它们 之 比 不 等 于 常数 (见习 题 
4.1 第 1 题 ). 于 是 ,表达 式 (4.70) 是 (4.69) 的 通 解 , 它 包 括 了 方程 
(4.69) 的 所 有 人 解 . 


例 4 已 知 xz= Pl A a a O 的 解 , 试 求 方程 
的 通 解 ， 
解 这 里 六 (z)= 二 ,由 (4.70) 得 到 


2 
sin £ t 1 

xr 一 Ci + c| - ° de) 
t | ! sint t 


sin 1 


(ce, — cott) = 二 (cisin t=ccos t), 
其 中 cl,c 是 任意 常数 ,这 就 是 方程 的 通 解 . 
4.3.2 二 阶 线 性 微分 方程 的 突 级 数 解法 


由 上 面 讨论 知道 ,二 阶 变 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 求解 问题 
归结 为 寻求 它 的 一 个 非 零 解 .由 于 方程 的 系数 是 自 变量 的 函数 ,我 
们 不 能 像 $4.2 那样 利用 代数 方法 去 求解 .但 是 ,从 微 积分 学 中 知 
道 ,在 满足 某 些 条 件 下 ,可 以 用 需 级 数 来 表示 一 个 函数 .因此 ,自然 
想到 ,能 否 用 医 级 数 来 表示 微分 方程 的 解 呢 ? 下 面 就 来 讨论 这 一 
问题 .首先 看 两 个 简单 的 例子 .按照 微 积 分 学 的 一 般 习惯 ,这 里 也 
以 y 表示 未 知 函 数 ,而 以 z 表示 自 变量 . 

BS RA y- zy=0 的 通 解 . 

解 设 

y=aotalrtazr tta," +: (4.71) 
为 方程 的 解 ,这 里 a;(i=0,1,2,…,n,… ) 是 待定 常数 ,将 它 对 x 
微分 两 次 ,有 
- 10 


y =2*la,+3-20,0+"+nln—-1)a, 2" *+(n+1)na,, 2 tee 
EA HEE RS ES ES 
21a,=0, 3*"2a,-a,=0, 4*:3a, a,=0, 
5"4as- a,=0,""" 
或 一 般 地 可 推 得 


a EY FY Poy ky Teg ET 
atti 3467 3%" 3k +1)” 
ast+2 70, 


其 中 Ap ,ai 是 任意 的 ,因而 


3 
TX 


3 6 n 
一 T T ... 多 FEE 
y 01 sgt “a 3n- 1) 3n | 
7 ld | 


alar PAG Ta Ganti 
FEO A AE RARA, A MU AGE AAA 
任意 常数 a, Ka ) 便 是 所 要 求 的 通 解 . 

例 6 RHE y -2xy -4y=0 的 满足 初 值 条 件 >(0) =0 及 
y (0)=1 的 解 . 

解 ” 设 级 数 (4.71) 为 方程 的 解 .首先 ,利用 初 值 条 件 , 可 以 得 


到 


因而 
y=xataja tar? +t ta," + 
y =1+2a,12+3a,12 +t + na," 1 十 … 
y =2a, +3'2azx+*-+n(n-1)a, x"? +- 

将 y,y ,y 的 表达 式 代入 原 方程 ,合并 z 的 各 同 次 宕 的 项 ,并 令 各 

项 系数 等 于 零 ,得 到 
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对 一 切 正 整数 成立. 
将 a,(i=0,1,2,…) 的 值 代 回 (4.71) 就 得 到 


这 就 是 方程 的 满足 所 给 初 值 条 件 的 解 . 

是 否 所 有 方程 都 能 按 以 上 方式 求 出 其 寡 级 数 解 ? 或 者 说 究竟 
方程 应 该 满足 什么 条 件 才 能 保证 它 的 解 可 用 宕 级 数 来 表示 呢 ? 级 
数 的 形式 怎样 ? 其 收 伍 区 间 又 如 何 ? 这 些 问题 ,在 微分 方程 解析 
理论 中 有 完满 的 解答 ,但 因 讨 论 时 需要 涉及 解析 晒 数 等 较 专 门 的 
知识 ,在 此 我 们 仅 叙 述 有 关 结 果 而 不 加 证 明 , 若 要 了 解 定理 的 证 明 
过 程 ,可 参考 有 关 书 籍 "” 

考虑 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 

Pp (a) y=0 (4.72) 
及 初 值 条 件 y( zo) = yo 及 y (ro) = yo 的 情况 . 

不 失 一 般 性 ,可 设 zu =0, 否 则 ,我 们 引进 新 变量 := x 一 x， 
经 此 变换 ,方程 的 形状 不 变 , 但 这 时 对 应 于 x = zo 的 就 是 t。=0 
了 .因此 ,今后 我 们 总 认为 ze =0. 

定理 10 若 方 程 (4.72) 中 系数 (A zg(z) 都 能 展 成 的 
客 级 数 , 且 收敛 区 间 为 |zx|<R, 则 方程 (4.72) 有 形 如 
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PS (4.73) 
n=0 


的 特 解 ,也 以 |zx|<R 为 级 数 的 收敛 区 间 . 

在 上 两 例 中 方程 显然 满足 定理 的 条 件 , 系 数 一 +, 一 2z+ 和 一 4 
可 看 作 是 在 全 数 轴 上 收敛 的 宪 级 数 , 故 方程 的 解 也 在 全 数 轴 上 收 
敛 .但 有 些 方程 ,例如 n 阶 贝 塞 尔 方 程 


dn EN (4.74) 
dx dx 
这 里 为 非 负 常 数 ,不 一 定 是 正 整 数 .在 此 p(z)= 二 ,g(xz)=1- 


蕊 .显然 它 不 满足 定理 10 的 条 件 , 因 而 不 能 肯定 有 形 如 (4.73) 的 特 


解 . 但 它 满足 下 述 定理 11 的 条 件 ,从 而 具有 别 种 形状 的 寡 级 数 解 . 

定理 11 者 方程 (4.72) 中 系数 plr), a(r) RAR IE H E 
质 , 即 cpl) M r q(xz) 均 能 展 成 z 的 寡 级 数 , 且 收敛 区 间 为 |z| 
<R,%4 ao 天 0, 则 方程 (4.72) 有 形 如 


A PE a 
7 n=0 

y= Sar” (4.75) 
的 特 解 ,a 是 一 个 待定 的 常数 . 级 数 (4.75) 也 以 |z| < RA 
E.E a, =0, 或 更 一 般 地 ,a, =0(i=0,1,2,…,m 一 1), 但 a, % 
0, 则 引入 记号 B=at+m,b=a,,i;, 则 


Yaw Za Y at Y bat, 
这 里 bo = av 天 0, 而 8 仍 为 待定 常数 . 
例 7 求解 n 阶 贝 塞 尔 方程 (4.74). 
E ”将 方程 改写 成 
。 176 > 


易 见 , 它 满足 定理 11 的 条 件 , 且 zxp(z)=1,z g(x)=x 一 入， 按 
x 展 成 的 寡 级 数 收敛 区 间 为 =-ce<z<+oco, 由 定理 11 ,方程 有 形 
如 
y= >> QTe ** (4.75) 
的 解 ,这 里 ao 天 0 ,而 a, Hla 是 待定 常数 .将 (4.75) 代 人 (4.74) 中 ， 
得 
(a +k)Ma+k=-1llax t? 
tr p (atkja 


+ Es =p) p axt =0, 
把 r 同 帘 次 项 归 在 一 起 ,上 式 变 为 


> [(atk)(atk-1)+(a+k)- n’ laz" 


+ > aji ***?*=0. 
令 各 项 的 系数 等 于 零 ,得 一 系列 的 代数 方程 
apla? =n?*]=0, 
aj[ (a+ 1) E n*]=0, 


(4.76) 
alla+r)-n2n*]+0,,=0, 


k =2,3,! 
因为 ao 天 0 , 故 从 (4.76) 的 第 一 个 方程 解 得 a 的 两 个 值 
a 二 Nn 和 wa = "E 


先 考 虑 a = n 时 方程 (4.74) 的 一 个 特 解 .这 时 我 们 总 可 以 从 
(4.76) 中 逐个 地 确定 所 有 的 系数 ww .把 a =n 代入 (4.76) ,得 到 
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EST Ti E A | 
或 按 下 标 为 奇数 或 偶数 ,我 们 分 别 有 


T Ak-i 


42k+1 (Zkt i)n +2k +1) TEET 
_ T A-2 
an = TEn FIE’ 
从 而 求 得 
ak 1 三 0， k=1,2,""* 
Se a ay 
Sa 2 .1(z+1) 
2 ao 
a DA a 
=(-1) > 
i 22:31 (n+1)(n+2)(n +3)’ 
一 般 地 
AT 了 NK Go Ñ = ... 
au=t=1) 2% ek! (n+1)(n+2)(n+2)” EAS 
将 各 a, 代 入 (4.75) 得 到 方程 (4.74) 的 一 个 解 
Ey ad ( sE 1) aa 2ktn 
MEA 21 g] (n+1)(n +2) (ntk) 
(4.77) 
既然 是 求 (4.74) 的 特 解 ,我们 不 妨 令 
a 1 
TEO 
ERKAT) ELUF: | 
当 s>0 时 ,TT(s)= 加 x "edzx; 当 s<0 且 韭 整数 时 ,由 


递 推 公式 r(s)= TT(s+ 1 ) 定 义 . 
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T(s) 具 有 人 性质 
T(s+1)=sT(s); T(n+1)=n!,， 为 正 整数 . 


而 (4.77) 变 为 


( 1) Y 2k + 
=> (n +k):-- zP prol?) ' 
注意 到 三 函数 的 性 原 ， 即 有 


A rro) =J, (2), 
J,(z) 是 由 贝 塞 尔 方程 (4.74) 定 义 的 特殊 函数 , 称 为 于 阶 贝 塞 尔 
函数 . 
因此 ,对 于 n 阶 贝 塞 尔 方程 , 它 总 有 一 个 特 解 J,(z). 为 了 求 - 
得 另 一 个 与 J, (xz ) 线 性 无 关 的 特 解 ,我 们 自然 想到 , 求 a= 一 n 时 
方程 (4.74) 的 形 如 


- > aip Se 
的 解 ,我 们 注意 到 只 要 n 不 为 非 负 整数 ， 像 以 上 对 于 a = n 时 的 求 
解 过 程 一 样 ,我 们 总 可 以 求 得 
ai1=0， k=1,2,. 
ax DAA n nk)’ 
使 之 满足 (4.76) 中 的 一 系列 方程 ,因而 


k=1,2,.… 


E _ (-1)a, 24 
neee TINTE 
(4.78) 


是 (4.74) 的 一 个 特 解 .此 时 , 若 令 
1 


ay = 


则 (4.78) 变 为 
a oo (-1) q 2k-— nm 
»= > uan) =J-. (x), 


J- (xz) 称 为 -n 阶 贝 塞 尔 函 数 . 

利用 达 朗 贝尔 判别 法 不 难 验 证 级 数 (4.77) 和 (4.78) 对 于 任何 
x 值 (在 (4.78) 中 zx 关 0) 都 是 收敛 的 ,因此 , 当 n 不 为 非 负 整数 
时 ,J,(xz) 和 J_, (xz) 都 是 方程 (4.74) 的 解 , 而 且 是 线性 无 关 的 , 因 
为 它们 可 展 为 由 z 的 不 同和 之 次 开始 的 级 数 , 从 而 它们 的 比 不 可 能 
是 常数 .于 是 方程 (4.74) 的 通 解 可 写 为 | 

wt] 
这 里 c, ,c; 是 任意 常数 .此 情形 的 J,(xz) 和 J_,(z) 称 为 第 一 类 忠 
ERAR. 

当 n 为 目 然 数 时 ,虽然 仍 可 由 (4.76) 求 出 aj,(k=n+1,n+ 
2,…),a,, 任 意 ,但 容易 验证 ,由 此 得 到 的 J]_, (xz) 与 J, (xz) 线性 相 
关 , 为 了 求 出 与 ], (zx) 线性 无 关 的 另 一 个 特 解 ,要 用 其 他 方法 ,所 
求 得 的 特 解 称 为 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 , 在 此 不 作 深 入 介绍 


例 8 求 方程 YA zy 40 — zg ) y 0. 
OR 引入 新 变量 :1=2x RIA 


SE) La 


da? dt\ de) de dr?’ 
将 上 述 关 系 式 代入 原 方程 ,得 到 
2d y dy 2_ 9 = 
ell: 23),=0» (4.79) 


E SE O ES 
=cette il) 
代 回 原来 变量 ,就 得 到 原 方程 的 通 解 
y= C3(27) + 023.202), 


其 中 c, ,c, 是 任意 常数 . 
“ 180 : 


4.3.3 第 二 宇宙 速度 计算 


作为 这 一 节 的 应 用 ,我们 计算 发 射 人 造 卫 星 的 最 小 速度 , 即 所 
谓 第 二 宇宙 速度 .在 这 个 速度 下 ,物体 将 摆脱 地 球 的 引力 , 像 地 球 
一 样 绕 着 太阳 运行 ,成 为 人 造 行星 . 

让 我 们 首先 建立 物体 垂直 上 抛 运动 的 微分 方程 .以 M m 
分 别 表示 地 球 和 物体 的 质量 . 按 牛 顿 万 有 引力 定律 ,作用 于 物体 的 
引力 F( 空 气 阻力 忽 略 不 计 ) 为 


F=k P (4.80) 


这 里 r 表示 地 球 的 中 心 和 物体 重心 之 间 的 距离 ,k 为 万 有 引力 常 
数 .因此 ,物体 运动 规律 应 满足 下 面 微分 方程 


m dr ¿mM 
de? 
或 
dr_ ,M 
T kz (4.81) 


这 里 的 负 号 表示 物体 的 加 速度 是 负 的 . 
设 地 球 半 径 为 R(R= 63 X10 ”m), 物 体 发 射 速度 为 V,, 因 


此 , 当 物体 刚刚 离开 地 球 表面 时 ,我 们 有 + = R, = Vi, 即 应 取 


初 值 条 件 为 


当 1=0 时 ,r=R, 宁 = Ma 


方程 (4.81) 不 显 含 自 变量 : ,应 用 4.3.1 讨论 过 的 方法 , 即 令 
E = V ,把 方程 降 阶 成 为 一 阶 方程 


dV ,M 
i 27 


解 得 
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2 r 


注意 到 这 时 初 值 条 件 为 r= R 时 ,V = Vo 利 用 这 些 数 据 即 可 决定 
常数 


_Vo_ kM 
C 2 R , 
因而 
V? kM /Vi kM 
A a 


因为 物体 运动 速度 必须 始终 保持 是 正 的 , 即 >0, 而 随 着 r 的 不 


断 增 大 , 量 人 变 得 任意 小 .因此 ,由 式 (4.82) 看 到 ,条 件 当 >0 要 
对 所 有 的 都 成 立 ,只 有 不 等 式 


Vò kM 
z ORZ 
s v> [Y 
成 立 . 因 而 最 小 的 发 射 速 度 由 下 面 式 子 决 定 : 
RM 
V= D ai (4.83) 


在 地 球 的 表面 , 即 r = R 时 ， A g(g=9.81 m/s”), H 
此 根据 (4.80) ,就 有 g= e zs FÆ kM = gR’ .以 此 代入 (4.83) 得 


到 

=V2gR=V2Xx9.81 X63x10 11.2x10’ m/s, 
我 们 通常 所 说 的 第 二 宇宙 速度 指 的 就 是 V。= 11.2 km/s 这 个 
速度 . 


ELO 


S 习题 4.3 


AAA 


1. 求解 下 列 方程 : 
s182" 


D 六 = 二 (这 里 z= 至, 六 = ,以 下 同 )， 
( T =—( T de ’* dt , , 


(2) rz- (xY +(x)=0; 
(3) 74 (Y =0; 

T 
(4) z +x 1-(r Y =0; 
(5) ax” + [1+ (1 =0(# t a #0); 
(6) 2°- 了 x+(z 2=0( 提 示 : 方 程 两 端 除 以 xz). 
2. 用 大 级 数 解 法 求解 下 列 方程 : 
(1) x +tr +x=0,x(0)=0,x (0)=1; 
(2) (1-t0)x+x=0; 
(3) x 一 -x=0. 
3. 求解 贝 塞 尔 方 程 

tx + ta + (= 地)z=0. 


(提示 :T (4)=/x.) 


2 
4. 一 个 物体 在 大 气 中 降落 ,初速 度 为 零 ,空气 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 
例 , 求 该 物体 的 运动 规律 . 


5. 试 证 :对 于 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
z +p(i)r +q(t)r=0, 
其 中 plt), glt) AHER AH, 

(1) E p(t)=- tqa(t), M) z=: 是 方程 的 解 ; 

(2) 若 存 在 常数 m 使 得 mm + mp(t) + q(t) 二 0, 则 方程 有 解 x=e”. 

(3) E zi(i),zz(t) 是 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 则 方程 的 系数 plt), 
q(t) 由 zt),zzCt) 唯 一 确定 , 且 zi(t),zz(z) 没 有 共同 的 零点 . 

6. 求解 方程 :x” -2(1+t)z+(2+t)z=0 (:%0). 

7. 假设 g(t,cl,c,,…,c,_,) 是 方程 (4.58) 的 通 解 ,而 函数 PEE CN 
cora = g(t ,ci ,cs，,… scn- RER, AE plt,cr,c2, co 
是 方程 (4.57) 的 通 解 ,这 里 ci ,c ,…，,c,_，,…，c, 为 任意 常数 ， 
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本 章 着 重 介 绍 了 线性 微分 方程 的 基本 理论 和 求解 方法 ,主要 
结论 可 概括 如 下 : 

1. 关于 解 的 性 质 

线性 微分 方程 的 解 的 性 质 , 主 要 是 :(1) 齐 次 线性 微分 方程 的 
解 的 登 加 性 ;(2) 非 齐 次 线性 微分 方程 的 解 的 登 加 性 ;(3) n 阶 齐 
次 线性 微分 方程 的 所 有 解构 成 一 个 n 维 线性 空间 ;(4) 基本 解 组 
的 以 任意 常数 为 系数 的 线性 组 合 构 成 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 ; 
(5) 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 可 表 为 它 的 一 个 特 解 与 对 应 齐 次 
线性 微分 方程 的 通 解 之 和 ;(6) 线性 微分 方程 的 通 解 包括 了 该 方 
程 的 所 有 解 . 这 些 性 质 是 线性 微分 方程 所 特有 的 . 

2. 关于 求解 的 方法 

关于 线性 微分 方程 的 解法 ,我 们 主要 介绍 了 五 种 较 常 用 的 方 
法 ,它们 是 :(1) 求 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 基本 解 组 的 特征 根 
法 (或 欧 拉 待定 指数 函数 法 );(2) 求 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 
的 特 解 的 待定 系数 法 和 拉 普 拉 斯 变换 法 ;(3) 求 一 般 非 齐 次 线性 
微分 方程 特 解 的 常数 变易 法 ;(4) 求 一 般 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
的 震级 数 解法 . 

特征 根 法 的 要 点 是 把 微分 方程 的 求解 问题 化 为 代数 方程 的 求 
根 问 题 ; 拉 普 拉 斯 变换 法 则 首先 将 线性 微分 方程 转换 成 复 变 数 的 
代数 方程 ,再 由 拉 普 拉 斯 变换 表 或 反 变 换 公 式 求 出 微分 方程 的 解 ; 
待定 系数 法 用 于 方程 右 端 f(1) 是 某 些 基本 函数 的 情况 ,常见 的 
有 :多 项 式 、 指 数 函 数 、 正 弦 ( 或 余弦 ) 函 数 以 及 它们 的 某 种 乘积 组 
合 . 待 定 系数 法 和 特征 根 法 的 特点 就 在 于 不 需 通 过 积分 运算 ,而 只 
要 解 代数 方程 或 加 上 微分 运算 即 可 求 得 微分 方程 的 解 . 我 们 一 定 
要 记 住 常 系数 线性 微分 方程 所 固有 的 这 种 特性 . 

医 级 数 解法 的 思想 和 待定 系数 法 有 类 似 之 处 ,所 不 同 者 ,前 者 
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待定 的 是 级 数 的 系数 ,因而 通常 计算 量 较 大 .其 实 蛤 级 数 解法 适用 
二 阶 以 上 的 高 阶 齐 次 线性 微分 方程 与 非 齐 次 线性 微分 方程 ,也 能 
求 其 特 解 或 通 解 ,特别 是 通过 稳 级 数 解法 求解 某 些 特殊 方程 而 产 
生出 某 些 特殊 函数 形式 的 解 ,例如 ,求解 贝 塞 尔 方 程 产生 出 贝 塞 尔 
函数 ;求解 勒 让 德 方 程 
(1 一 x )y -2xzy +n(n+1)y=0 (nn 为 常数 ) 

而 产生 勒 让 德 多 项 式 等 ,它们 都 在 现代 物理 中 有 非常 重要 的 地 位 ， 
这 更 体现 了 震级 数 解法 的 重要 意义 和 应 用 价值 .希望 深入 学 习 和 
研究 的 读者 可 参阅 有 关 书 籍 4 . 

不 同 的 方法 用 于 不 同类 型 的 方程 ,这 是 应 用 时 必须 特别 注意 
之 点 . 
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线性 微分 方程 组 


我 们 在 第 一 章 中 可 以 看 到 在 相当 广泛 的 实际 应 用 问题 中 , 比 
较 复杂 的 数学 模型 都 将 会 导出 多 于 一 个 微分 方程 的 方程 组 ,而 且 
通过 某 些 简化 的 假设 和 适当 的 变换 ,这 种 方程 组 又 可 化 为 一 阶 线 
性 微分 方程 组 .本 章 研究 线性 微分 方程 组 的 理论 .类 似 于 第 四 章 所 
指出 过 的 ,在 微分 方程 的 理论 中 ,线性 微分 方程 组 是 非常 值得 重视 
的 一 部 分 内 容 .为 了 研究 这 些 线性 微分 方程 组 ,我们 引进 向 量 和 甜 
阵 的 记号 ,并 广泛 利用 线性 代数 (向 量 空间 和 和 矩阵 代数 ) 的 结果 .很 
多 微分 方程 的 理论 只 有 借助 于 线性 代数 的 知识 才 可 以 作出 适当 和 
充分 的 解释 ,希望 读者 能 很 好 地 领会 这 一 章 的 内 容 . 作 为 本 章 所 得 
的 每 一 个 结果 的 特殊 情形 ,都 可 以 得 到 第 四 章 已 讨论 过 的 高 阶 线 
性 微分 方程 的 一 个 相应 结果 . 


$5.1 存在 唯一 性 定理 


5.1.1 记号 和 定义 
我 们 考察 形 如 


Xi=an(t)rit av(t)rs + +a,.(t)x, I; 
2,=a2l(t)x, tall tt a (tt) HD e) 
E PE E ARES 


” 186 * 


的 一 阶 线性 微分 方程 组 ,其 中 已 知 薄 数 ao (1)(i,j=1,2,…,n) 
和 f.(1)(i=1,2,…,n) 在 区 间 a 三 :三 5 上 是 连续 的 ,方程 组 
(5.1) 关 于 zi ,zx ,…,X, 及 zi ,Xz;，,… T, ERER). 


我 们 引进 下 面 的 记号 . 
date) Alt) e a,,(t) 
A(t)= o aai E a i (5.2) 
datt) aalt) = fatt) 


这 里 A4(1) 是 n x n 矩阵 , 它 的 元 是 n 个 函数 a; (1)(i,j=1， 
» 


fitr) Tı £i 
fu) => e = h (5.3) 
Fa) A z, 


这 里 f(1),x,x 是 n Xx1 ER n 维 列 向 量 . 有 时 为 简便 起 见 , 我 
们 也 将 n 维 列 向 量 写 为 n 维 行 向 量 的 转 置 ,如 x= (xi, x,,…， 
T 
注意 ,矩阵 相 加 、 和 矩阵 相 乘 、 矩 阵 与 纯 量 相 乘 等 等 性 质 对 于 以 
晒 数 作为 元 的 矩阵 同样 成 立 . 这 样 一 来 ,方程 组 (5.1) 可 以 写成 下 
面 的 形式 
x =A(t)x+ f(t). (5.4) 
我 们 引进 下 面 的 概念 . 
一 个 矩阵 或 者 一 个 向 量 在 区 间 a<:<b 上 称 为 连续 的 ,如 果 
它 的 每 一 个 元 都 是 区 间 a 三 :三 b 上 的 连续 函数 . 
一 个 nX n 矩阵 B(z) 或 者 一 个 n 维 列 向 量 xz) 
ba(t) bolt) … b(t) 
B(t)= baitt) balt) TES ban (t) l 
Dati) dau) ==: paG) 
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u (1) 
a del 
u, (1) 
在 区 间 ¿<:<b 上 称 为 可 微 的 ,如 果 它 的 每 一 个 元 都 在 区 间 
a 三 t 信 5 上 可 微 .它们 的 导数 分 别 由 下 式 给 出 : 


balt) balt) = b(t) 
PTET ba(t) bn (7) z baa C) 
iO BL a Gl 

u(t) 

A 

S 


不 难 证 明 , 如 果 n x n EEA), BOX n Rul), 
v (zt) 是 可 微 的 ,那么 下 列 等 式 成 立 : 

(1) [A(1)+B(i1)] =A'(t)+B'(¢), 

Lu(t)+o(t) =u (t)+v (1); 

(2) [A(1):B(1)] =A'(t)B(t)+A(t)B' (t); 

(3) [A(t)u(t) =A (i)u(t)+ A(t)u’(t). 

类 似 地 ,和 矩阵 B(i) 或 者 向 量 u(i) 在 区 间 a< <b 上 称 为 可 
积 的 ,如 果 它 的 每 一 个 元 都 在 区 间 a<:<b 上 可 积 .它们 的 积分 
分 别 由 下 式 给 出 : 


Pond: AON S Po, (nar 


9 


¡ONE on toa: AON ... o, (nar 


b l b b 
b (tdt KAO ... | 6 (od 
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AON 


feco 


| aodt= 


b 
u, (1)dt 


现在 我 们 给 出 (5.4) 的 解 的 定义 . 

定义 1 设 4(i) 是 区 间 a 三 :三 5 上 的 连续 n Xn 和 矩阵 ,了 (1) 
是 同一 区 间 a 三 :三 5 上 的 连续 n E. DEH 

x =A(t)x+ flt) (5.4) 
在 某 区 间 xc 委 上 委 8( 这 里 Lc,8jJCla,p]) 的 解 就 是 癌 量 ult), € 
的 导数 u (1 ) 在 区 间 a 三 :三 8 上 连续 且 满 足 
u (t)=A(t)ult)+ f(t), a<t<p. 

现在 考虑 带 有 初 值 条 件 x(t)= 1 的 方程 组 (5.4), 这 里 to 是 
区 间 a 三 1 三 5 上 的 已 知 数 , 了 是 2” 维 已 知 回 量 , 在 这 样 条 件 下 求 
解 方程 组 称 为 初 值 问题 . 


定义 2 初 值 问 题 
x =A(t)xt+f(t), x(t.)=p8n (5.5) 
的 解 就 是 方程 组 (5.4) 在 包含 t WKE a 三 1 三 8B 上 的 解 u(i), 使 
得 w(to)= N. 


例 1 试 列 出 图 (5.1) 中 经 过 工 , 及 工 ;的 电流 及 天 应 满足 
的 微分 方程 . 
解 对 回路 工 及 回路 下 应 用 基 尔 霍 夫 第 二 定律 (参看 第 一 章 
$1.1 例 1), 得 到 下 列 方程 组 : 
di, 


L RUSISE; 
dl, 
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图 (5.1) 


即 
dl R, RE 
de DOLL 
dt 2L L 


这 是 一 个 含有 两 个 未 知 数 LA ERNARI IRA, A TR 


得 电流 五 和 开 就 应 该 求解 这 个 微分 方程 组 . 
如 果 令 


su 
H L L 
J = A= y 
a R 2R 
2L TE 
那么 上 面 方程 组 就 可 以 写成 (5.4) 的 形式 T 
例 2 验证 向 量 
区 
oL 
mi 一 
是 初 值 问题 


x = | qe x(0)= 


在 区 间 - co<z<+oco 上 的 解 . 
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co 


因为 e He 处 处 有 连续 导数 ,我 们 得 到 
二 
col ERE tuo. 
因此 x(:) 是 给 定 初 值 问 题 的 解 . 

正如 在 第 二 章 所 看 到 的 , 当 n=1 时 ,我 们 可 以 得 到 初 值 问题 
(5.5) 的 解 的 明显 表达 式 , 当 >2 时 ,情况 就 复杂 多 了 . 

在 第 四 章 中 ,我 们 讨论 了 带 有 初 值 条 件 的 n 阶 线性 微分 方 
程 的 问题 .现在 进一步 指出 ,可 以 通过 下 面 的 方法 ,将 n 阶 线性 
微分 方程 的 初 值 问 题 化 为 形 如 (5.5) 的 线性 微分 方程 组 的 初 值 
问题 . 

考虑 n 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问题 

| +a lt)” + ta, (t)z +a,(t)r= f(t), 

Elto) = pm 2 (to) = hst (t=, 
其 中 a(t), a(t), a, (t) pi) 是 区 间 a 三 1 三 5 上 的 已 知 连 
GRA, Ela, b], m, 7， 办 是 已 知 常数 .我 们 指出 , 它 可 以 


(5.6) 


化 为 下 列 线性 微分 方程 组 的 初 值 问题 : 
0 1 0 sás 0 0 
0 0 1 des 0 0 
x = i : : : x+ eh Y 
0 0 0 1 0 


SAY alt) Sa, alt)" a ft) 
x(t0)=p, 
050) 
其 中 


”了 


X2 j | 12 
x= X 二 | .|， n57 
Es Te 7 
事实 上 , 令 
E z pe wd (n-1) 
X11 二 ,TX 5T T3 7 T a” Ea == Le , 
这 时 
As po + __ ” / Fe (n-1) _ 
Li LX = TXT a Tzs" Xt — Lans 
z =a" =a, (t)z; ~a,- (t)z malt), + f(t), 
而 且 


alt= alt)= Mm.) zz(to)= (to)= pm. mk» 
Ealt) =r (10) = M. 
现在 假设 y(1) 是 在 包含 如 的 区 间 a<t<b 上 (5.6) 的 任 一 
解 . 由 此 ,我 们 得 知 yt), p (t), p OE atb 上 存在 、 
连续 满足 方程 (5.6) 且 glt) =p, p (to) =p, p? (to) = 
hn -F 
pi(t) 
p(t)= a ; 
Pa (t) 
其 中 o(t)=ylt) g(t) = (t), rp, (t) = p Ehta 
1 三 5b). 那么 ,显然 有 g(to)= .此 外 ,我 们 还 得 到 
9p1(t) y(t) 


palt) yt) 

p (t)= : = ; 
pg-1(1) i M) 
o, (t) p(t) 
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pz(t) 


p(t) 
pn (1) 
=a (Op (2)— —a, (1) pl) + flt) 
p(t) 
p(t) 
pn (t) 
=a puaa 
0 1 0 +. 0 pi (t) 
0 0 1 e.. 0 p(t) 
0 0 0 o. 1 Pr-1(t) 
~ a, lt) ==" —azlt) —a td lo (1) 
0 
0 
+3], 
0 
f(t) 


这 就 表示 这 个 特定 的 向 量 g (i) 是 (5.7) 的 解 .反之 ,假设 向 量 
u(t) 是 在 包含 HKE a 三 :三 b 上 (5.7) 的 解 , 邻 
u(t) 


u(t)= dd 


, 


u, (t) 
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并 定义 函数 w(1)= ui(1), 由 (5.7) 的 第 一 个 方程 ,我 们 得 到 
w(t)=ui(t)= u(t), 由 第 二 个 方程 得 到 w (1)= xz(t) = 
u(t), HB n 一 1 个 方程 得 到 wD 了 (i) = (0) = 4, 0, 
由 第 ”个 方程 得 到 
w'" (1)=u’(z) 
-= 
= azlt)u,-¡(t)-a,(t)u,(1)+ f(t) 
= -a (t)w " P"(1)-a tw" (1) -+ 

=a (w(t tfl), 

由 此 即 得 
DE alu A 

+ =+a,(1)w(t)= f(t). 

同时 ,我 们 也 得 到 
wto) =u, (to) = qs w"? (to) =u, Cto) = M, 
这 就 是 说 ,zw(ti) 是 (5.6) 的 一 个 解 . 
总 之 ,由 上 面 的 讨论 ,我 们 已 经 证 明了 初 值 问题 (5.6) 与 (5.7) 
在 下 面 的 意义 下 是 等 价 的 :给 定 其 中 一 个 初 值 问 题 的 解 ,我 们 可 以 
构造 男 一 个 初 值 问题 的 解 . 
值得 指出 的 是 :每 一 个 n 阶 线性 微分 方程 可 化 为 n 个 一 阶 线 

性 微分 方程 构成 的 方程 组 ,反之 却 不 成 立 . 例 如 方程 组 


lle [El 
0 1 T, 
不 能 化 为 一 个 二 阶 微分 方程 . 

"5.1.2 存在 唯一 性 定理 


本 节 我 们 研究 初 值 问 题 
x =A(t)x+ f(14),x(t.)=8 (34 
的 解 的 存在 唯一 性 定理 .类 似 于 第 三 章 ,我 们 通过 五 个 小 命题 ， 
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采用 逐步 逼近 法 来 证 明定 理 . 因 为 现在 讨论 的 是 方程 组 (写成 回 
量 的 形式 ) ,所 以 有 些 地 方 稍微 复杂 些 , 而 且 要 引进 向 量 、 和 矩阵 的 
“ 范 数 "及 向 量 函 数 序列 的 收 伍 性 等 概念 ;然而 由 于 方程 是 线性 
的 ,所 以 有 些 地 方 又 显得 简单 些 ,而 且 结 论 也 加 强 了 .总 之 ,我 们 
要 比较 第 三 章 中 的 证 明和 现在 的 证 明 的 异同 ,从 对 比 中 加 深 对 
问题 的 理解 . 

XIF nX n 和 矩阵 4=[a,],, 和 7 维 向 量 x = (x,,2%2, 
ZX, ) ,我 们 定义 它 的 范 数 为 


141= © lasl, Ixl = $ lal: 

HA, B 是 nxn EE, x, yn 维 向 量 ， 这 时 容易 验证 下 面 
两 个 性 质 : 

1° laBl<lall- (BI, 

Ax ll <I/l A ll-llxll; 

2? la+Bl<laA ll + Bl, 

lx+yl<lbx ll + ll yl. 

ERA x), x = (a a zw) FRAMES, RA 
每 一 个 i(i=1,2,…,n), 数 列 |z; | 都 是 收敛 的 . 

HE EAF (ed a (2) = Caralt) talt), 
Lat 称 为 在 区 间 a<t<b EMBA — BURLAS), an RF 
每 一 个 ili=1,2, n), RAUFI) | ra (1) EKE a<:<b ER 
收敛 的 (一 致 收敛 的 ). 易 知 ,区 间 a 三 :三 5 E RS E E a E A UF 
Z) ia (的 一 致 收敛 极限 向 量 函 数 仍 是 连续 的 . 


向 量 函 数 级 数 > ri (1) 称 为 在 区 间 a 二: 过。 ERE MB 


(一 致 收敛 的 )， 如 果 其 部 分 和 作成 的 向 量 函数 序列 在 区 间 
a 委 上 和 2 上 是 收敛 的 (一 致 收敛 的 ). 
判别 通常 的 函数 级 数 的 一 致 收敛 性 的 魏 氏 判别 法 对 于 向 量 函 
数 级 数 也 是 成 立 的 ,这 就 是 说 ,如 果 
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| x(t) | M, ， aS<t<ób, 


而 级 数 S) MERAK, >、 x (z) 在 区 间 << 上 是 一 致 


收敛 的 . 
积分 号 下 取 极 限 的 定理 对 于 向 量 郴 数 也 成 立 ,这 就 是 说 ,如 果 
连续 向 量 隐 数 序 列 jx (1) | 在 区 间 a 科 雪上 是 一 致 收敛 的 , 则 


limf x, (t)dt = j lim x, (ż)dt. 
注意 ,以 上 谈 到 的 是 向 量 序列 的 有 关 定 义 和 结 果 ,对 于 一 般 拢 
阵 序列 ,可 以 得 到 类 似 的 定义 和 结果 . 
例如 ,n x n 和 矩阵 序列 14.| ,其 中 4 = La lnn BRA BR 
的 ,如 果 对 于 一 切 i ,j=1,2,…,n ,数列 ia 都 是 收敛 的 . 
无 穷 矩 阵 级 数 


NS ALZA HA + A+ 
k=1 


称 为 收 全 的, 如果 它 的 部 分 和 所 成 序列 是 收敛 的 . 
如 果 对 于 每 一 个 整数 上 ， 
LAI 入 M， ， 


而 数值 级 数 了 >) M, 是 收敛 的 , 则 >) A 也 是 收敛 的 . 


同样 ,可 以 给 出 无 穷 矩 阵 函 数 级 数 >,， A, (t) 的 一 致 收敛 性 
的 定义 和 有 关 结 果 . 

关于 矩阵 序列 的 有 关 定 义 和 结 果 ,我 们 在 5.3.1 中 将 会 用 到 . 

总 之 ,上 述 一 切 都 是 数学 分 析 有 关 概 念 和 结果 的 自然 推广 ,证 
明 也 和 数学 分 析 相 类 似 .读者 可 以 作为 练习 详细 推演 一 下 . 

现在 讨论 存在 唯一 性 定理 . 

定理 1( 存 在 唯一 性 定理 ) WR A(1) 是 nxn ER NDA 
n 维 列 问 量 ,它们 都 在 区 间 a 三 1 三 6 上 连续 , 则 对 于 区 间 axt 
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b 上 的 任何 数 t。 及 任 一 常数 n 维 列 问 量 绊 ,方程 组 


:这 C+) (5.4) 
存在 唯一 解 g(z) ,定义 于 整个 区 闻 a 三 :三 5 E, HW EDER I 
p(to)= 7. 


类 似 于 第 三 章 ,我 们 分 成 五 个 小 命题 来 证 明 . 
命题 1 设 g(t) 是 方程 组 (5.4) 的 定义 于 区 间 a<:<b EH 
满足 初 值 条 件 olto) =n 的 解 , 则 g(t) 是 积分 方程 


x(1)=n+ | UO a<:<b (5.8) 


的 定义 于 a 三 1 三 5 上 的 连续 解 .反之 亦 然 . 
证 明 完 全 类 似 于 第 三 章 , 兹 不 蒙 述 . 
HAM go(1)= ,构造 皮卡 逐步 逼近 问 量 肾 数 序列 如 下 : 
pt) = 9, 
a 三 tb 


9,(2) = 9 Ef Ade (a), 
(5.9) 
HRR p, (1 ) 称 为 (5.4) 的 第 k 次 近似 解 .应 用 数学 归纳 法 立刻 
推 得 命题 2. 
命题 2 对 于 所 有 的 正 整 数 &, 向 量 函 数 g, (t) EKE a< 
t 三 5 上 有 定义 且 连 续 . 
mA HERUFI] o, (i) i 在 区 间 a<:<b 上 是 一 致 收 
AH. 
证 有明 考虑 问 量 函数 级 数 
9o(t)+ > lo (1) 0-1(1)], atb, (5.10) 
由 于 级 数 (5.10) 的 部 分 和 为 


pot)+ >) [9(t) -9-1(t)]= p(t), 
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因此 ,要 证 明 序列 jg, (1) E atb 上 一 致 收 敛 , 只 须 证 明 级 数 
(S.10)% a<1:<b 上 一 致 收敛 就 够 了 .因为 4(z) 和 (rz) 都 在 闭 
KE a<:<b HÆR, PU Ae) ll) RE atob 
上 有 界 . 设 L 和 kK 是 大 于 零 的 常数 ,使 得 
| 4(2) |<L, Uf) KK, a<t<b, 

FBM=L | nl +. 下 面 我 们 只 证 明 序 列 | 9g, (t) EKE t< 
¿<b 上 一 致 收敛, 在 区 间 a 三 t。 上 一 致 收敛 可 以 类 似 地 加 以 
证 明 . 为 此 ,我 们 进行 如 下 的 估计 ,由 (5.9) 有 


| JONAS] LA(S) ls) +F65) ld 
<| latas Il + | f(s) lds 


<| [L ll y ll + KJds= M(t -2,), (5.11) 


及 

EX AED AE 
利用 (5.11) 得 到 | 

loa DIL MG-i)ds= YEG- n. 

现 设 

l 9 (t)- ọ,- Ee aa 

成 立 , 则 由 (5.9) 当 Stb 时 ,有 
| ASA l ACL; (5) -9,-,(5)] ll ds 


o 


a 


S| 3 (stoy ds 


_ MEL ¡+1 
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于 是 ,由 数学 归纳 法 得 到 ， aji 有 如 下 的 估计 : 
| pt) 一 人 a Eaa rea , tt b, 


(5.12) 
由 此 可 知 , 当 1 <t<bHMH, 
lp (1) P.-C) |l eu 
pia pr 
A 
T A 
的 一 般 项 , 故 由 向 量 函 数 级 数 一 AAA 
在 to Stb E— BORA, A a i A], (i) 也 在 toS 


tb5 上 一 致 收敛 .命题 3 证 毕 . 
现 设 


(5.13) 


limo, (1)= 9(1), 

因为 g(1) 是 g(t) 的 一 致 收敛 极限 也 数 ,所 以 g (i) 也 在 区 间 
a 委 ! 委 0 上 连续 . 

命题 4 9(i) 是 积分 方程 (5.8) 的 定义 在 区 间 a<1<b 上 的 
连续 解 . 

证 明 Hilo, (1) 1% a<:<bd 上 一 致 收敛 于 8g(1), 以 及 
A (i) 的 连续 性 , 推 知 序列 4 (Ss) po (s) EKE a<s<b 上 一 致 
收敛 于 A(s)g(s). 

对 于 (5.9) 两 边 取 极限 得 到 


limo, (2)=9+ lim| [AC(s) p(s) + f(s) las 
=9+ | [limA(s) p(s)+ f(s)]ds, 
Bp 
g= n+ | La) e(s) +16) as, 
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这 就 是 说 ,g(t) 是 积分 方程 (5.8) 的 定义 在 区 间 a<:<b 上 的 连 
续 解 .命题 4 证 毕 . 

FAS 设 y(t) 是 积分 方程 (5.8) 的 定义 于 a 三 :三 5 上 的 另 
一 个 连续 解 , 则 g(1)= y(1)(a<1<b). 

证 明 我 们 首先 证 明 y(z) 也 是 序列 i 9, (1) 1% a<:<b 上 
的 一 致 收敛 极限 函数 .根据 (5.9) 及 


w(t) = 人 + | LA(s)w(s) + £(5)lds, 
像 命 题 3 进行 的 估计 一 样 , 可 以 得 到 下 面 的 估计 式 


MATE 
AO UNS SIA A, <<, 
因此 ,在 1 <1<b 上 ,有 


LAO O SE em. 
se 1 ME ye , 
我 们 知道 ， Ao - to)*"' 为 公 项 的 级 数 是 收敛 的 , 故 当 


k> ok, gye- H m; 因而 9,(1) 在 toSt Sb 上 一 


致 收敛 于 w(z) .根据 极限 的 唯一 性 , 即 得 
P(1)=w(1), 1 <tSb. 

对 于 a<St<to ,可 以 类 似 地 证 明 . 命 题 5 证 毕 . 

综合 命题 1 一 5$, 即 得 到 存在 唯一 性 定理 的 证 明 . 

值得 指出 的 是 ,关于 线性 微分 方程 组 的 解 g(z) 的 定义 区 间 是 
系数 矩阵 A(t) 和 非 齐 次 项 f(1) 在 其 上 连续 的 整个 区 间 a< 1 <b. 
在 构造 逐步 逼近 函数 序列 { g, (1)| 时 ,gq (1) 的 定义 区 间 已 经 是 整 
个 e 委 上 过 0, 不 像 第 三 章 对 于 一 般 方程 那样 , 解 只 存在 于 :的 某 
个 邻 域 ,然后 经 过 延 拓 才能 使 解 定义 在 较 大 的 区 间 . 

注意 到 5.1.1 中 关于 ” 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问题 (5.6) 5 
线性 微分 方程 组 的 初 值 问 题 (5.7) 的 等 价 性 的 论述 ,立即 由 本 节 的 
人 存在 唯一 性 定理 可 以 推 得 关于 n 阶 线性 微分 方程 的 解 的 存在 唯 
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一 性 定理 ( 即 第 四 章 的 定理 1). 
推论 ”如 果 aj(7),a,(1),…,a,(1),f(1) 都 是 区 间 a << 
b 上 的 连续 函数 , 则 对 于 区 间 a 三 1 三 5 上 的 任 一 数 t。 及 任意 的 
Mi > 92> > no JI RE 
rT" +a (t)? +e +a, (t)z +a, (t)x= flt) 
存在 唯一 解 w(z), 定 义 于 整个 区 间 a 三 1 三 5 上 ,和 且 满足 初 值 条 件 
w(to)= piw (to)= q w "P (to) = Y - 


ELON 


习题 5.1 


AY 


[1 ole (2) o 


(1) 试验 证 | i Loto) = | ] 分 别 是 方程 组 (*) 的 江 
— S1 


1. 给 定 方程 组 


1 0 
足 初 值 条 件 uto)= | BIOH | 的 解 
0 1 
(2) 试验 证 w(t)= cu(t)+c,v(t) 是 方程 组 ( x* ) 的 满足 初 值 条 件 
w(0) 一 Ñ | 的 得 ,其 中 Cl ,Cy 是 任意 常数 . 
C2 


2. 将 下 面 的 初 值 问题 化 为 与 之 等 价 的 一 阶 方程 组 的 初 值 问 题 : 
(1) x +2z +7Tir=e *,1(1)=7,r (1)=-2; 
(2) 2 +x= te ,z(0)=1,xz' (0)= -1,2(0)=2,x”(0)=0; 


(3) Z +Sy -7rt+6y=e’, 


多 -2y+13y -15x= cost, 
z(0)=1,x"(0)=0,y(0)=0,y"(0)=1. 
(提示 : 令 wi ZT, W) = x, wW, =y, w, =y.) 


3. WAZH M AR H EHE 


， De | 
x 一 X, 
-1 0 


满足 初 值 条 件 
”LO 


co 


的 第 三 次 近似 解 ， 
$5.2 ”线性 微分 方程 组 的 一 般 理论 


现在 讨论 线性 微分 方程 组 
x =A(t)x+f$(2) (5.14) 
的 一 般 理论 ,主要 是 研究 它 的 解 的 结构 问题 . 
如 果 f(z) 关 0, 则 (5.14) 称 为 非 齐 次 线性 的 . 
如 果 f(z)=0, 则 方程 的 形式 为 
x =A(t)x (5.15) 
(5.15) 称 为 齐 次 线性 的 .通常 (5.15) 称 为 对 应 于 (5.14 ) 的 齐 
次 线性 微分 方程 组 . 


5.2.1 齐 次 线性 微分 方程 组 


本 段 主 要 研究 齐 次 线性 微分 方程 组 (5.1$) 的 所 有 解 的 集合 的 
代数 结构 问题 .我 们 假设 矩阵 4(z) 在 区 间 a 三 :三 b 上 是 连续 的 . 

设 u(t) 和 vw (zi) 是 (5.15) 的 任意 两 个 解 ,a 和 8 是 两 个 任意 
常数 .根据 向 量 函 数 的 微分 法 则 , 即 知 au (zt) + Po (z) 也 是 (5.15) 
的 解 , 由 此 得 到 齐 次 线性 微分 方程 组 的 全 加 原理 . 

定理 2( 登 加 原理 ) 如 果 wu(z) 和 w (zt) 是 (5.15) 的 解 , 则 它们 
的 线性 组 合 cult) + Bo (1) 也 是 (5.15) 的 解 ,这 里 a, h 是 任意 常数 . 

定理 2 说 明 ,(5.15) 的 所 有 解 的 集合 构成 一 个 线性 空间 .自然 
要 问 :此 空间 的 维 数 是 多 少 呢 ? 为 此 ,我 们 引进 向 量 函 数 x (1)， 
Xx,(1),… ,X(t ) 线 性 相关 与 线性 无 关 的 概念 . 

我 们 称 定 义 在 区 间 a<1:<b 上 的 向 量 函 数 x (t), x(t), 
Xn (1) 是 线性 相关 的 ,如 果 存 在 不 全 为 零 的 常数 cl ,c,,…,c, ,使 
得 等 式 
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区 aS<t<b 
成 立 ;否则 , 称 xl), ,x, (tt) 为 线性 无 关 的 . 
例如 ,对 于 任 一 整数 &>0, 下 面 的 &+1l 个 同 量 晒 数 (2” 维 辐 
H) 


1 t p? tt 

0 0 0 0 

0j, 0|, 0 

0 0 0 0 


PEA IA) E A E RECAM e E (cos 上 ,0,…,0) 和 
(sin 7z 1,0, + 0) 在 任何 区 间 上 都 是 线性 相关 的 . 
设 有 7 个 定义 在 区 闻 a<t<b EK E E AM 


Tatt) zi2(t) E LE) 
Gja a ENT a PE a Tan (e) 
In (1) Zu) Ta) 


由 这 n 个 向 量 函 数 构 成 的 行列 式 
Wix(t), x (2),.… ,x, (zt)] 


Tut) xylr) a ty 
= W(t)= dio SE qa Ei 
ai watt) e eal 
PARA a E AA RAT. 


定理 3 WRAEK x (1),x, (10), =, x, (ti) 在 区 间 
a 夺 t 人 5 上 线性 相关 , 则 它们 的 朗 斯 基 行 列 式 W(t:)=0 
(a<1<b). 
证 明 由 假设 可 知 ,存在 不 全 为 零 的 常数 cl ,c,,… ,c, 使 得 
cx (1) tcx (t) + “+c,x,(1)=0, a<t<b,(5.16) 
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把 (5.16) 看 成 是 以 ci, cz,…,c, 为 未 知 量 的 齐 次 线性 代数 方程 
组 ,这 方程 组 的 系数 行列 式 就 是 x(t) x(t), x, (t) AS BH HN H 
行列 式 W(t). 由 齐 次 线性 代数 方程 组 的 理论 知道 ,要 此 方程 组 有 
非 零 解 , 则 它 的 系数 行列 式 应 为 零 , 即 W(i) 夺 0(a 三 + 过 645). 定理 
定理 4 如 果 (5.15) 的 解 x (t) x(t), (i) 线性 无 关 ， 
那么 ,它们 的 朗 斯 基 行 列 式 W(t) 关 0(a 志 :6). 
WA 我 们 采用 反 证 法 . 设 有 某 一 个 t。(a 三 i。 三 5), 使 得 
W(to)=0. 考 虑 下 面 的 齐 次 线性 代数 方程 组 : 
ci tE lt) tt ex (tt)=0, (5:17) 
它 的 系数 行列 式 就 是 W(to), 因 为 W(z。)=0, 所 以 (5.17) 有 非 
FT ,Cc,,… ,5, .以 这 个 非 零 解 z ,5,,… ,6 构成 向 量 孙 数 
xCt)=CixiCt) + ext) t+ ex, (t), (5.18) 
根据 定理 2, 易 知 x(1) 是 (5.15) 的 解 .注意 到 (5.17), 知 道 这 个 解 
x(z) 满 足 初 值 条 件 
x(t.)=0, (5.19) 
但 是 ,在 a<1<0 上 人 恒 等 于 零 的 向 量 函 数 0 也 是 (5.15) 的 满足 初 
值 条 件 (5.19) 的 解 .由 解 的 唯一 性 ,知道 x(z) =0, 即 
Cxi(t) te x(t) + +€,x,(£)=0, a<t<b. 
因为 r ,6,,… PERF, RRS xlt) xlt), ex (1 ) 线 性 
无 关 的 假设 矛盾 .定理 得 证 . 

， 由 定理 3、 定理 4 可 以 知道 ,由 (5.15) 的 个 解 x, (t), 
x2(t),…,x,(z) 作 成 的 朗 斯 基 行 列 式 W(z) 或 者 恒 等 于 零 , 或 者 
恒 不 等 于 零 . 

定理 5 齐 次 线性 微分 方程 组 (5.15) 一 定 存在 ”个 线性 无 关 
的 解 x Ct), x(t), ,x, (2). . 
ER 任 取 1。€[a,6b], 根 据 解 的 存在 唯一 性 定理 ,(5.15) 分 
别 满足 初 值 条 件 
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1 0 0 
0 1 0 
x,(t.)=|0|,x2(t0)=|0]|,"",x,(2p)=|0 
0 0 1 
的 解 x (t) x(t), x (zt) 一 定 存 在 .又 因为 这 n Rx (t), 
x(t); ,x,(t) 的 朗 斯 基 行 列 式 W(z,)=1 关 0, 故 根据 定理 3， 
xilt) x(t), ,x,(t) 是 线性 无 关 的 .定理 证 毕 . 
定理 6 WR x1(71),x,(t),…,x,(t) 是 (5.15) 的 ”个 线性 
无 关 的 解 , 则 (5.15) 的 任 一 解 x(z) 均 可 表 为 
xX(1t)=c xi(t)+ es x(t)t+ +c,x,(t), 
这 里 c ,c,,，…,c, 是 相应 的 确定 常数 . 
证 明 任 取 1, E[a,bj, 仿 
(tee tem 人 ttt mt er (ts (5.20) 
把 (5.20) 看 作 是 以 cl ,cz,…，,c, 为 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 .这 
方程 组 的 系数 行列 式 就 是 W(to). 因 为 xilt), x(t), ,x, (2) 
是 线性 无 关 的 ,根据 定理 4 知道 W(zo) 关 0. 由 线性 代数 方程 组 的 
理论 ,方程 组 (5.20) 有 唯一 解 cc ,…，,c,. 以 这 组 确定 了 的 c, 
casc ARERR cix (t) tex lt) tte, (t), HA, 
根据 合 加 原理 , 它 是 (5.15) 的 解 .注意 到 (5.20), 可 知 (5.15) 的 两 
个 解 x(1) 及 cix lt) t ceaxt) tee t cx, (t) RAARD 
件 . 由 解 的 唯一 性 ,得 到 
x(t)=c,x, (t+ es x (t) t+ ce Bey 
定理 证 毕 . 
推论 1 (5.15) 的 线性 无 关 解 的 最 大 个 数 等 于 n. 
推论 2 如 果 已 知 (5.15) 的 个 线性 无 关 解 , 则 (5.15) 可 以 
降低 为 含 n 一 & 个 未 知 函数 的 线性 微分 方程 组 .特别 地 ,如 果 已 知 
(5.15) 的 n 一 1 个 线性 无 关 解 , 则 (5.15) 的 通 解 即 可 得 到 . 
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我 们 称 (5.15) 的 n 个 线性 无 关 的 解 x (t), x(t), x, (t) 
为 (5.15) 的 一 个 基本 解 组 .显然 ,(5.15) 具 有 无 穷 多 个 不 同 的 基本 
解 组 . 

由 定理 5 和 定理 6, 我 们 知道 (5.15) 的 解 空 间 的 维 数 是 n ,这 
样 就 回答 了 前 面 提 出 的 问题 .本 段 的 主要 结果 可 以 用 线性 代数 的 
语言 简单 地 表述 为 :(5.15) 所 有 人 解 的 集合 构成 一 个 n 维 线性 空间 . 

注意 到 5.1.1 关于 n 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问 题 (5.6) 与 线 
性 微分 方程 组 的 初 值 问 题 (5.7) 的 等 价 性 的 论述 ,本 节 的 所 有 定理 
都 可 以 平行 地 推论 到 n 阶 线性 微分 方程 上 去 . 

从 本 节 的 定理 2 容易 推 得 第 四 章 的 定理 2. 参 看 4.1.2 中 关 
于 纯 量 孙 数 组 的 线性 相关 概念 ,我 们 可 以 证 明 : 一 组 nn 一 1 次 可 微 
WAER r(t), r(t), ,zx (i) 线 性 相关 的 充 要 条 件 是 向 量 
ex 


xilt) z(t) EE 
zitt) x2(t) Lim (1) 
. , . “SN . (x >) 
a.” D(t) xs". (t) cP (t) 


线性 相关 .事实 上 ,如 果 r(t), rlt), e, dn (zt) 线 性 相关 , 则 存 
在 不 全 为 零 的 常数 cl ,c,,… ,c 使 得 

GA ERE ee O 
将 上 式 对 上 微分 一 次 、 二 次 、…、n 一 1 次 ,得 到 

cizilt) terit) tte x, (t)=0, 


ca (t)+ car (1) + + ce x (SD, 


aa O(t) te iP (t) tert), 


即 有 
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x(t) a,(t) mets 
zıl) x(t) PaE) 
C] R C2 A : =0, 


Leve) x(t) TES 
(xx ) 
这 就 是 说 ,向 量 函 数组 (* ) 是 线性 相关 的 .反之 ,如 果 向 量 函 数 
(* ) 线 性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 常数 cl ,cz ,…，,cw 使 得 ( xx ) 成 
立 , 当 然 有 cz (1) + cx (1) t +ce,x.(1)=0,A MX 
at), alt), 1. COREA. 
这 样 一 来 ,再 参看 4.1.2 中 关于 纯 量 函数 朗 斯 基 行 列 式 的 概 
念 ,从 本 节 的 定理 3、 定 理 4 和 定理 5 立即 分 别 推 得 第 四 章 的 定理 
3 ,定理 4 和 定理 5. 


从 本 节 的 定理 6 直接 得 到 
推论 3 如 果 r(t), r(t) ,Xx,(t) 是 n 阶 微 分 方程 
a? +a (t)r M+:%+a,(t)zr=0 人 


的 n 个 线性 无 关 解 ,其 中 a(t) aalt), a, (1) ER a << 
b 上 的 连续 函数 , 则 (5.21) 的 任 一 解 z(t) 均 可 表 为 
xlt)=c,x,(t)+ cx (t) tt ex, (t), 
这 里 c1 ,cs,,…,c, 是 相应 的 确定 常数 . 
如 果 rlt) e(t), s a, (1) 是 (5.21) 的 n 个 线性 无 关 解 
( 依 4.1.2 的 有 关 定 义 ,它们 构成 方程 的 基本 解 组 ) ,根据 n 阶 微 
分 方程 通 解 的 概念 及 W[zi(i),zx,(t),… x, (t) ]Æ0, KZ 
xzlt)=c,x,(1)+c,x,(1)+ - + c AU) 
就 是 (5.21) 的 通 解 ,其 中 c, ,c:,，…,c, 是 任意 常数 .从 推论 3 知道 ， 
它 包括 了 (5.21) 的 所 有 解 .推论 3 可 以 看 成 是 第 四 章 定 理 6 MA 
一 种 表述 形式 . | 
现在 ,我 们 将 本 节 的 定理 写成 矩阵 的 形式 .这 种 不 同 的 表述 方 
法 今后 会 有 用 的 .如 果 一 个 n x n 矩阵 的 每 一 列 都 是 (5.15) 的 解 ,我 
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们 称 这 个 矩阵 为 (5.15) 的 解 矩 阵 . 它 的 列 在 a 三 :三 5 上 是 线性 无 关 
的 解 矩 阵 称 为 在 a 三 :三 5 上 (5.15) 的 基 解 矩阵 .我 们 用 (zi) 表示 
由 (5.15) 的 ”个 线性 无 关 的 解 p(t), p(t), P, CEE AI IIF 
的 基 解 矩阵 . 当 Olt) = 五 (五 为 单位 矩阵 ) 时 称 其 为 标准 基 解 矩阵 . 
定理 5 和 定理 6 即 可 以 表述 为 如 下 的 定理 1”. 

定理 1” (5.15) 一 定 存在 一 个 基 解 矩阵 更 (t). 如 果 y(t) 
是 (5.15) 的 任 一 解 ,那么 

y(1)=0(1)c, (5.22) 
这 里 c 是 确定 的 n REBOTA E. 

从 上 面 的 讨论 中 ,我 们 可 以 看 到 ,为 了 寻求 (5.15) 的 任 一 解 ， 
需要 寻求 一 个 基 解 矩阵 . 这样, 自然 会 提出 下 面 的 问题 :如 果 在 区 
[E] a<:<b 上 找到 ($.15) 的 一 个 解 矩 阵 ,能 否 以 某 种 简单 的 方式 
验证 这 个 解 矩 阵 是 不 是 基 解 矩阵 呢 ? 定理 3 和 定理 4 完全 回答 了 
这 个 问题 , 它 可 以 表述 为 下 面 的 形式 : 

定理 2” (5.15) 的 一 个 解 矩 阵 ® (i) 是 基 解 矩阵 的 充 要 条 
件 是 det (1) 40(a<1<b); MB, MRMNH—4 toEla,b], 
detW0(1,)40,W] det@(1) 关 0(a 三 1 三 5). (det@(1) 表 示 和 矩阵 
(i) 的 行列 式 .) 

要 注意 ,行列 式 恒 等 于 零 的 矩阵 的 列 向 量 未 必 是 线性 相关 的 . 


Ain, HR 
1 
: l ż 
0 0 
的 行列 式 于 任何 区 间 上 恒 等 于 零 ,但 它 的 列 向 量 却 是 线性 无 关 的 . 
由 定理 2 即 知 ,这 个 矩阵 不 可 能 是 任 一 个 齐 次 线性 微分 方程 组 的 


AE. 
例 1 验证 


“0D =“ 


是 方程 组 


的 基 解 矩阵 . 
E ”首先 ,我们 证 明 ®(t ) 是 解 和 矩阵 . 令 (1) 表示 Ol)i 


第 一 列 , 这 时 


Kofi] EJE Jeco. 


这 表示 9,(i) 是 一 个 解 .同样 ,如果 以 p (ORAR OBRA, 
我 们 有 


sl E Joc 


这 表示 9p: (1) 也 是 一 个 解 . 因此,®(1)=[ p(t), p(t) ÆR 
矩阵 . 

其 次 ,根据 定理 2" ,因为 det®(1)=e' 闫 0, 所 以 O(t) RAE 
解 矩 阵 . 

从 定理 1 和 定理 2" 可 以 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 1” 如 果 (i) 是 (5.15) 在 区 间 a<t<b 上 的 基 解 矩 
阵 ,C 是 非 奇 异 Xn 常数 矩阵 ,那么 ,@(r)C 也 是 (5.15) 在 区 间 
a 三 tz 三 5 上 的 基 解 矩阵 . 

证 明 首先 ,根据 解 矩 阵 的 定义 易 知 ,方程 (5.15) 的 任 一 解 矩 
阵 Xi) 必 满足 关系 

X'"(:) =A(1)X(1), a<t<b, 
反之 亦 然 . HAS 
W(:)=0(:)C, a<t<b, 
微分 上 式 ,并 注意 到 加 (+ ) 为 方程 的 基 解 矩阵 ,C 为 常数 矩阵 ,得 
到 
YW(1)=0 (C=A() D(C= A(t) Y(t), 
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即 更 (z) 是 (5.15) 的 解 矩阵 .又 由 C 的 非 奇 异性 ,我 们 有 
det 于 (zi)=det D(1+) "det C#0, a<t<b. 
因此 由 定理 2 38, UNED O) 是 (5.15) 的 基 解 矩阵 . 
推论 2” 如 果 Ol), YEKE a<:<b 上 是 x = 和 A(i)x 
的 两 个 基 解 矩阵 ,那么 ,存在 一 个 非 奇 异 n Xx n 常数 矩阵 C, 使 得 
在 区 间 a<tSb EW(1)=0(1)C. 
ER 因为 (i) 为 基 解 矩阵 , 故 其 道 矩 阵 D a) EF 
在 . 现 令 
D (1)V(t)= X(t), a<:t<b, 
或 | 
W(1)=0(1:)X(1), atb. 
易 知 X(i) 是 nX n MWER, H detX(1)4%0 (a<:<b), FRE 
A(1)W(1)= (t= (Xt) + 0(1)X (i) 
=A(t)Ø(t)X(t)+Ø(t)X (t) 
=A(t)P(t)+Ø(:)X (t), aKtSb. 
由 此 推 知 D(2)X (2) =0, 3 X (2) =0(24<1:<b), BI X2) H% 
数 和 矩阵 , 记 为 C. 因 此 我 们 有 
W(1)=0(1)C, a<:1<5b, 
其 中 C= 四 (ti) 于 (z) 为 非 奇 异 的 xz 常数 矩阵 .推论 2" 得 
证 . 


5.2.2 非 齐 次 线性 微分 方程 组 


本 段 讨论 非 齐 次 线性 微分 方程 组 
x =Al(t)x+f(t) (5.14) 

的 解 的 结构 问题 ,这 里 4(:) 是 区 间 a 过 :过 bs EWEA nX nd 
续 矩 阵 ,f(z) 是 区 间 a<:<o 上 的 已 知 n 维 连 续 列 向 量 . 向量 
f(z) 通 常 称 为 强迫 项 ,因为 如 果 (5.14) 描 述 一 个 力学 系统 , f(z) 
就 代表 外 力 . 

我 们 容易 验证 (5.14) 的 两 个 简单 性 质 
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性 质 1 如果 gp(i) 是 (5.14) 的 解 , w(t) 是 (5.14) 对 应 的 齐 
次 线性 微分 方程 组 (5.15) 的 解 . 则 g(t)+ w(t) 是 (5.14) 的 解 . 
性 质 2 ”如果 (it) 和 (zt) 是 (5.14) 的 两 个 解 , 则 @(z) 一 
(it) 是 (5.15) 的 解 . 
“下面 的 定理 7 给 出 (5.14) 的 解 的 结构 . 
定理 7 设 中 (1) 是 (5.15) 的 基 解 矩阵 ,pp(i) 是 (5.14) 的 某 
一 解 , 则 (5.14) 的 任 一 解 g(1 ) 都 可 表 为 
p(t1)=@B(1)c+ q(t), (5.23) 
这 里 c 是 确定 的 常数 列 向 量 . 
证 明 由 性 质 2 我 们 知道 g(:) 一 (1) 是 (5.15) 的 解 .再 由 
5.2.1 的 定理 1 ,得 到 
p(1)-p(1)=0(1)c, 
这 里 c 是 确定 的 常数 列 向 量 , 由 此 即 得 
p(1)=0(:)c+ p(:). 
定理 证 毕 . 
定理 7 告诉 我 们 ,为 了 寻求 (5.14) 的 任 一 解 , 只 要 知道 (5.14) 
的 一 个 解 和 它 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 组 (5.15) 的 基 解 矩阵 . 现 
在 ,我 们 还 要 进一步 指出 ,在 已 经 知道 (5.15) 的 基 解 矩阵 @(z) 的 
情况 下 ,有 一 个 寻求 (5.14) 的 解 pg(1) 的 简单 的 方法 .这 个 方法 就 
是 常数 变易 法 . 
从 上 一 节 我 们 知道 ,如果 e 是 常数 列 向 量 , 则 g(i)=@(r)ec 
是 (5.15) 的 解 , 它 不 可 能 是 (5.14) 的 解 .因此 ,我 们 将 c 变易 为 
的 向量 顶 数 ,而 试图 寻求 (5.14) 的 形 如 
p(:1)=0(:)c(t) (5.24) 
的 解 ,这 里 c(i ) 是 待定 的 向 量 函 数 . | 
假设 (5.14) 存 在 形 如 (5.24) 的 解 .这 时 ,将 (5.24) 代 入 (5.14) 
得 到 
Di)c(t)+ O(t) (1) = AC) (Del) + flt). 
因为 @() 是 (5.15) 的 基 解 矩阵 ,所 以 @ (1) = A(1)(1), 由 此 上 式 
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中 含有 A(1)(i)c(t) 的 项 消去 了 .因而 c(i) 必 须 满足 关系 式 

D(1)c (1)=f(1). (5.25) 
因为 在 区 间 a<:<b 上 @(1) 是 非 奇异 的 ,所 以 多 “(1z) 存 在 .用 
中 ”(!) 左 乘 (3.25) 两 边 ,然后 积分 之 ,得 到 


cD=| T telet 


其 中 c(i,)=0. 这 样 ,(5.24) 变 为 

?()= D0) | El. (5.26) 
因此 ,如果 (5.14) 有 一 个 形 如 (5.24) 的 解 g(1), 则 wp(z) 由 公式 
(5.26) 决 定 . 


反之 ,用 公式 (5.26) 决 定 的 向 量 函 数 g(t) 必 定 是 (5.14) 的 
解 . 事实 上 ,微分 (5.26) 得 到 


noe] DOS) sd DD) 


=A) Dl) | D` (s)fls)ds+ flt), 


再 利用 公式 ($.26) , 即 得 
o (t)=Alt)ølt)+ flt). 
显然 ,还 有 gp(to)=0, 这 样 一 来 ,我们 就 得 到 了 下 面 的 定理 8. 
定理 8 MR @(1) 是 (5.15) 的 基 解 矩阵 , 则 向 量 函 数 


?0)=@(0)| D 1(s) f(s)ds 
是 (5.14) 的 解 , 且 满 足 初 值 条 件 g(1,) =0. 


由 定理 7 和 定理 8 容易 看 出 ,(5.14) 的 满足 初 值 条 件 olti) 
= 的 解 g(t) 由 下 面 公 式 给 出 : 


oD)= BD) n+ D) | D` (s)f(s)ds, 


SA LIO 
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这 里 pp, (10)=0(1)0 (t) n 是 (5.15) 的 满足 初 值 条 件 p, (to) 
= 的 解 .公式 (5.26) 或 公式 (5.27) 称 为 非 齐 次 线性 微分 方程 组 
(5.14) 的 常数 变易 公式 . 

例 2 试 求 初 值 问 题 


人 
的 解 . 


解 ” 在 例 1 中 我 们 已 经 知道 
e te 
®© = 
m p S 
是 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 组 的 基 解 矩阵 . 取 和 矩阵 (1 ) 的 逆 , 我 
们 得 到 
p Ho 
-1 _ -0 e E 1 ~s 
eel h 


这 样 ,由 定理 8 ,满足 初 值 条 件 w(0) = | | 的 解 就 是 
poi peL JE 
lo EJE Jos 
y [s a | 四 | E pene! y 
因为 D(0) = 玉 , 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 组 满足 初 值 条 件 p, (0) 
= | “| 的 解 就 是 
(t iad. 


t 


e 


eto] |=| 


. ZE 


由 公式 (5.27) ,所 求解 就 是 


a Oran 
n= + y(n) =| web e | 


f 
e 


B K -5 (e ol 
e' 


注意 到 5.1.1 关 于 ” 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问 题 (5.6) 与 线 
性 微分 方程 组 的 初 值 问题 (5.7) 等 价 性 的 论述 ,我 们 可 以 得 到 关于 
n 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 常数 变易 公式 . 
推论 3 如 果 a(t), a(t), ra, (t), (ERR a<1<b 
上 的 连续 函数 ,zi(t),z (1), ,Xx,(t) 是 区 间 ¿<:<b EFK 
线性 微分 方程 | 
rx" +a (t)r? +e ta, (t)r=0 (5:21) 
的 基本 解 组 ,那么 , 非 齐 次 线性 微分 方程 
CCt)z k+a,(1)a=$(t) (5.28) 
的 满足 初 值 条 件 
p(to)=0,9 (11)=0,*""",p"""(t,)=0,t.€ [a,b] 
的 解 由 下 面 公 式 给 出 
p(D)= Y a) | e SE 


T Wiehan a] ras 

(5.29) 
这 里 Wlo,(s), 22 ls), (Ss TH ms) x:( samas 
朗 斯 基 行 列 式 ,Wi [x, (s), xo (5), e, 2. (s) 2% 
Wie (Ss) ar (sd ,zx,(s)j] 中 的 第 列 代 以 (0,0,…,0,1)'" 后 
得 到 的 行列 式 ;而 且 (5.28) 的 任 一 解 u(i) 都 具有 形式 

ult)=c x (t)+ cza(t) + + cer, (t) + goa 

这 里 ci ,c,,…,c, 是 适当 选取 的 常数 . 

公式 (5.29) 称 为 (5.28) 的 常数 变易 公式 . 
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我 们 指出 ,这 时 方程 (5.28) 的 通 解 可 以 表示 为 
二 三 而 xr lt) tor tr)+to ter (tp), 

其 中 co ,…,c, 是 任意 常数 .并 且 由 推论 3 知道 , 它 包 括 了 方程 
(5.28) 的 所 有 解 .这 就 是 第 四 章 定理 7 的 结论 . 

当 n=2 时 ,公式 (5.29) 就 是 
t Wilxwi(s)s xa(s)) 
人 
t Wilali] 


f(s)ds 


p(t)=x,(t) 


$y -一 一 一 一 ds. 
i of vaa : 
但 是 

iii. E ea 
¡LT Eds Y 1 lo = = TS), 

F(s) 0 
Walzx,(s),x22.(s)]= A =x,(s), 

eE D 1 


因此 , 当 n=2 时 ,常数 变易 公式 变 为 
i (= x,(t)x,(s) | 
p(t)= | ds ES aL) 
而 通 解 就 是 
a=c aj (t)+crx2(t)+ p(t), (532) 
这 里 Cc, co RHEARA. 
B13 试 求 方程 += tan t 的 一 个 解 . 
解 ” 易 知 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 r + zx =0 的 基本 解 组 为 
zt)=cost,zzt)=sinz. 我 们 直接 利用 公式 (5.31) 来 求 方程 
的 一 个 解 .这 时 


cos £ sin £ 


Wix,(1),x,(2)] = 


—>sinít cost 


由 公式 (5.31) 即 得 ( 取 to =0) 
* 215 + 


t 
p(t)= | (sin tcos s — cos tsin s)tan sds 
0 
1 t 
= sin :| sin sds 一 cos :| sin stan sds 
0 0 
=sin t(1—cos ż)+cos t(sin + — Inlsec t+tant|) 


= sin t—cos tInlsec £ + tan t|. 


注意 ,因为 sin 上 是 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 一 个 解 ,所 以 
PK 2% 


p(t)= —cos tInlsec £ + tan t| 


也 是 原 方程 的 一 个 解 . 


Poo 
ELA 
HAMAS 
1. 试验 证 
oo 
是 方程 组 


在 任何 不 包含 原点 的 区 间 a<:<b 上 的 基 解 矩阵 . 

2. 考虑 方程 组 

x =A(t)x, (5.15) 

其 中 A(i) 是 区 间 a 三 1 三 5 上 的 连续 n x n 矩阵 , 它 的 元 为 a; (1)(i,j=1， 
TR Y 

(1) 如 果 x(t), x(t), x (t) (5.15) WEE n 个 解 ,那么 它们 的 
朗 斯 基 行 列 式 Wiz, (0) r(t), 0 ,zx,(t)] 三 W(z) 满 足下 面 的 一 阶 线性 微 
分 方程 

W"=[la,(t)+apl(t)+"+a, (1)1W; 

(提示 :利用 行列 式 的 微分 公式 , 求 出 W' 的 表达 式 .) 

(2) 解 上 面 的 一 阶 线性 微分 方程 ,证 明 下 面 的 公式 : 
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(5)+a32 (S++ta (s)]ds 


W(1)= Wr Jero ; a tetas 

3. 设 4(z) 为 区 间 a 三 :三 5 上 的 连续 n Xn KER, (1) 为 方程 x" = 
4(r)xr HÆRER, T x= olt) HRR. AUE: 

(1) 对 于 方程 = -47(t)y 的 任 一 解 y?= w(t) 必 有 w (it)9(t) =% 
数 ; 

(2) 更 (上 ) 为 方程 了 = A (ti)y 的 基 解 矩阵 的 充 要 条 件 是 存在 非 奇 异 
的 常数 矩阵 C ,使 至- (1)@®(1)=C. 

4. 设 方程 组 (5.15) 有 一 个 非 零 解 x(1)= lA (t), p(t), 9, ny”, 
其 中 o, (1 ) 关 0, 证 明 (5.15) 经 变换 


= _ p(t) = ... En = 1 
yi Ti py” (i 1,2, yn 1), Ya "HO 


可 化 为 关于 n-1 个 未 知 函 数 yw 2 000 -1 的 线性 方程 组 , 它 只 含 n 一 1 个 
HE, HAE y,- 
5. 设 OMAHE x = Ax(A 为 n xn BOE RE) ARA EA (E 
D(0)=E),1EM : 
DD '(1,)= 0(1-t,), 
其 中 t ARA. 
6. RAC) ORTA AER a<1<b 上 连续 的 n Xn EEM n 维 列 
向 量 ,证 明 方程 组 
x= Al(t)x+f(t) 
存在 且 最 多 存在 n+1 个 线性 无 关 解 . 
7. 试 证 非 齐 次 线性 微分 方程 组 的 登 加 原理 : 
设 x, (1),x,(z) 分 别 是 方程 组 
x =A(t)x+fi(t), 
x =A(t)x+f,(1) 
的 解 , 则 x, (zt) +x(z) 是 方程 组 
=A(t)r+ f(t)+ flt) 
的 解 . 
8. 考虑 方程 组 x = Ax + flt), HF 


A=[ spro [0 , 


dp. 


(1) 试验 证 


是 x = Ax 的 基 解 矩阵 ; 
1 
(2) 试 求 x = Ax + f(z) 的 满足 初 值 条 件 gq(0) = | jem p(t). 
9. WRK x = Ax+ f(t), 其 中 


G en-[2] 


1 
满足 初 值 条 件 (0) = | O) 


10. 试 求 下 列 方程 的 通 解 : 
T 


(1) r° + x=sec t (-E<:<Z), 


i 
(2) x” -8r=e”; 
(3) x 一 6z t9r=e. 


1. 已 知 方程 组 
— = zcos t- zı(1 — sin .zcos t), 


dx . l 
T i (1 +sin zcos £) + rsin t 


A r= -sin t,x, = cos t, 求 其 通 解 . 
12. 已 知 方程 组 


的 对 应 齐 次 方程 组 有 解 2 = 1* ,x, = 一 1, 求 其 通 解 . 
13. 给 定 方程 
a t+8r +7Tr=f$(), 
其 中 Fi) 在 0 委 上 < + co 上 连续 , 试 利用 常数 变易 公式 ,证明 : 
(1) MR f(z) 在 0 三 :<% 上 有 界 , 则 方程 的 每 一 个 解 在 0 三 :< 上 有 
F; 
> ZIO * 


(2) 如 果 当 too 时 ,Fi)->0, 则 方程 的 每 一 个 解 pl) ,满足 p(1)>0 
( 当 ->~co 时 ). 

14. 给 定 方 程 组 

x =A(t)x, (5.15) 

这 里 4(z) 是 区 间 ¿<< EME NX n 矩阵 . 设 (1) 是 (5.15) 的 一 个 基 
MERE, n ERAK F, xE asto, || xl < % 上 连续 ,zs € 【a,b]. 
试 证 明 初 值 问题 
x =A(t)x+F(t,x), 
l @lto)=n 
的 唯一 解 g(t ) 是 积分 方程 组 


OROL MOOL EA D(1) 0" (S)F(s,x(5))ds (*») 


(*) 


的 连续 解 .反之 ,( * * ) 的 连续 解 也 是 初 值 问题 ( * ) 的 解 . 


$5.3 ”第 系 数 线性 微分 方程 组 


本 节 研 究 常 系数 线性 微分 方程 组 的 问题 ,主要 讨论 齐 次 线性 

微分 方程 组 

i x= Ax | (5.33) 

的 基 解 矩阵 的 结构 ,这 里 4 是 上 xm 常数 矩阵 .我 们 将 通过 代数 

的 方法 ,寻求 (5.33) 的 一 个 基 解 矩阵 .最 后 介绍 拉 普 拉 斯 变换 在 常 
系数 线性 微分 方程 组 中 的 应 用 . 


5.3.1 和 矩阵 指数 exp A 的 定义 和 性 质 


为 了 寻求 (5.33) 的 一 个 基 解 矩阵 ,需要 定义 矩阵 指数 exp A 
(或 写作 e) ,这 要 利用 5.1.2 中 关于 矩阵 序列 的 有 关 定 义 和 结 
E. | 

如 果 4 是 一 个 nxn 常数 矩阵 ,我们 定义 矩阵 指数 exp A 为 
下 面 的 矩阵 级 数 的 和 : 


A” 
exp Á = DA TEA tit o O (5.34) 
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其 中 五 X n KEMERE, A” EER A 的 关 次 寡 . 这 里 我 们 规定 
AC=E,0! =1. 这 个 级 数 对 于 所 有 的 A 都 是 收 全 的 ,因而 ,exp A 
是 一 个 确定 的 矩阵 .特别 地 ,对 所 有 元 均 为 0 的 零 矩 阵 OQ, 有 
exp O= E. 

事实 上 ,由 5.1.2 中 的 性 质 1,3400 FT—-DEBRM k, A 


E ela 


Ry k! 
又 因 对 于 任 一 矩阵 A, 外 4 | 是 一 个 确定 的 实数 ,所 以 数值 级 数 


| 五 上 +| 4 + 和 


是 收敛 的 (注意 , 它 的 和 是 交 -1+e 10). h 5.1.2 知道 ,如 果 一 
个 矩阵 级 数 的 每 一 项 的 范 数 都 小 于 一 个 收敛 的 数值 级 数 的 对 应 
项 , 则 这 个 和 矩阵 级 数 是 收敛 的 ,因而 (5.34) 对 于 一 切 矩 阵 4 都 是 
绝对 收敛 的 . 

应 当 进 一 步 指 出 ,级 数 


= k k 
expAt = + (5.35) 
=0 . 


在 上 的 任何 有 限 区 间 上 是 一 致 收敛 的 .事实 上 ,对 于 一 切 正 整数 
, 当 |t|<c(c 是 某 一 正常 数 ) 时 ,有 
k! 


PANES 
DE. INE UN 


E S CAA -是 收敛 的 ,因而 (5.35) 是 一 致 收敛 的 . 


矩阵 指数 exp A 有 如 下 人 性质 : 
1” REP A,B 是 可 交换 的 , 即 AB = BA , 则 
exp( A + B) =exp Aexp B. (5.36) 

事实 上 ,由 于 矩阵 级 数 (5.34) 是 绝对 收敛 的 ,因而 关于 绝对 收 
敛 数值 级 数 运算 的 一 些 定理 ,如 项 的 重新 排列 不 改变 级 数 的 收敛 
性 和 级 数 的 和 以 及 级 数 的 乘法 定理 等 都 同样 地 可 以 用 到 和 矩阵 级 数 
中 来 .由 二 项 式 定理 及 AB = BA ,得 
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F C N e e N o 
exp(A +B)= 2, k! i vi 
(5.37) 


另 一 方面 ,由 绝对 收敛 级 数 的 乘法 定理 得 


oo 


exp Aexp B = 2 a) 
-= 2 [> ira") (5.38) 
比较 (5.37) 和 (5.38), 推 得 (5.36). 
2” 对 于 任何 矩阵 4 ,(exp A) ' 存 在 , 且 
(exp A) ' =exp(— A). (5.39) 
事实 上 ,4 与 -A 是 可 交换 的 , 故 在 (5.36) 中 , 令 B= -A， 
我 们 推 得 
exp Aexp[ —- A)=exp(A+(—A))=expO=E, 
由 此 即 有 
(exp A) ' =exp(- A). 
3” 如 果 工 是 非 奇 异 和 矩阵 , 则 
exp(T 4T)=T (exp A)T. (5.40) 
事实 上 
exp( T 'AT)=E+ > 


k=1 


sn k 
IE 7 


e! 
这 就 是 我 们 所 需要 证 明 的 . 
现在 我 们 可 以 着 手 回 答 有 关 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 
(5.33) 的 基本 问题 了 . 
定理 9 和 矩阵 
D(1)=exp At (5.41) 
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是 (5.33) 的 基 解 矩阵 , H 更 (0) = 五 . 
证 有 明 由 定义 易 知 @(0) = 五 .(5.41) 对 上 求 导 ,我们 得 到 
D'(:)=(exp At) 
=A + aL, A a daa 
l = Aexp At = A® (t), 
这 就 表明 ,加 (:) 是 (5.33) 的 解 算 阵 .又 因为 det Ø(0)=det E=1, 
因此 ,@(z) 是 (5.33) 的 基 解 矩阵 .证 毕 . | 
由 定理 9 ,我 们 可 以 利用 这 个 基 解 矩阵 推 知 (5.33) 的 任 一 解 
9(i) 都 具有 形式 
p(1)=(exp At)c, (5.42) 
这 里 c 是 一 个 常数 向 量 . 
在 某 些 特殊 情况 下 ,我 们 容易 得 到 (5.33) 的 基 解 矩阵 exp At 
的 具体 形式 . 
例 1 如 果 A 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 


a 


A= A (其 中 未 写 出 的 元 均 为 零 )， 
a, 
HARE x = Ax 的 基 解 矩阵 . 
解 ” 由 (5.34) 可 得 


2 
ul Ql 
2 
a . t a) t? 
exp AI =E + yt 57t 
a a? 
a; en! 
a k e°2' 
+ 2 bo = 
k! $ 
k t 
a, e 


“pad 


根据 定理 9, 这 就 是 一 个 基 解 矩阵 . 当然 ,这 个 结果 是 很 明显 的 ， 
为 在 现在 的 情况 下 ,方程 组 可 以 写成 zy = akze(&R=1,2,…，7)， 
它 可 以 分 别 进行 积分 . 


2 1 
例 2 这 求 x= | j 


e 因为 4-[。 ,)-| 
矩阵 是 可 交换 的 ,我 们 得 到 
2 0 0 1 

expAt =exp| eel li 


eE E Te 
e RBO 
所 以 ,级 数 只 有 两 项 .因此 , 基 解 矩阵 就 是 


| * 的 基 解 矩阵 
| 1 


, 个 
3 1 0 | ,而且 后 面 的 两 


1d 


r > | 
expAí =e 5 
0 1 


5.3.2 基 解 矩阵 的 计算 公式 


定理 9 告诉 我 们 , (5.33) 的 基 解 矩阵 就 是 矩阵 exp 4z, 问 题 
似乎 已 经 解决 了 .但 是 exp At 是 由 At 的 矩阵 级 数 定义 的 ,这 个 甜 
阵 的 每 一 个 元 是 什么 呢 ? 事实 上 还 没有 具体 给 出 ,上 面 只 就 一 些 
很 特殊 的 情况 ,计算 了 exp At 的 元 .本 段 利 用 线性 代数 的 基本 知 
识 , 仔 细 地 讨论 exp Al 的 计算 方法 ,从 而 解决 常 系数 线性 微分 方 
程 组 的 基 解 矩阵 的 结构 问题 . | 

为 了 计算 (5.33) 的 基 解 矩阵 exp Ar ,我 们 需要 引进 矩阵 的 特 
征 值 和 特征 向 量 的 概念 . 

类 似 于 第 四 章 的 4.2.2 ,我们 试图 寻求 
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x= Ax (5.33) 
的 形 如 
9(i)=e ec， c%0 (5.43) 
的 解 ,其 中 常数 1 和 向量 ec 是 待定 的 .为 此 ,将 (5.43) 代 入 (5.33)， 
得 到 
1e"c=Ae'"c, 
因为 e” 关 0, 上 式 变 为 
(AE-A)c=0. (5.44) 
这 就 表示 ,ec 是 (5.33) 的 解 的 充 要 条 件 就 是 常数 和 向 量 e 满 
足 方程 (5.44) .方程 (5.44) 可 以 看 作 是 向 量 c 的 n 个 分 量 的 一 个 
齐 次 线性 代数 方程 组 ,根据 线性 代数 知识 ,这 个 方程 组 具有 非 零 解 
的 充 要 条 件 就 是 1 满足 方程 
det(AE — A)=0. 
这 就 引出 下 面 的 定义 : 

假设 4 是 一 个 姑 xz 常数 矩阵 ,使 得 关于 u 的 线性 代数 方程 

组 

(AE- AJu=0 (5.45) 
具有 非 零 解 的 常数 4 称 为 4 的 一 个 特征 值 .(5.45) 的 对 应 于 任 一 
特征 值 4 KIERR u FAA 的 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 

n 次 多 项 式 
p(4)=det(AE - A) 
FAA 的 特征 多 项 式 ,n 次 代数 方程 | 
p(A)=0 (5.46) 

FAA 的 特征 方程 .也 称 它 为 (5.33) 的 特征 方程 . 

这 样 一 来 ,根据 上 面 的 讨论 ,e*c 是 (5.33) 的 解 , 当 且 仅 当 A 
是 A 的 特征 值 , 且 ec 是 对 应 于 4 的 特征 向 量 . 4 的 特征 值 就 是 特 
征 方程 (5.46) 的 根 .因为 n 次 代数 方程 有 n 个 根 , 所 以 A 有 nn 个 
特征 值 ,当然 不 一 定 n 个 都 互 不 相同 .如果 A = 1 是 特征 方程 的 
单 根 , 则 称 4, 是 简单 特征 根 .如 果 4 = 3, 是 特征 方程 的 重 根 ( 即 
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p(4) 具 有 因子 (4 - Mo) ,而 没有 因子 (4- io) ), WER Mo 是 


重 特征 根 . 
例 3 WORE RE 


< 3 
a=| 7, ,| 
的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 . 
解 A 的 特征 值 就 是 特征 方程 
A~-3 -5 
5 4-3 
的 根 . 解 之 得 到 2,2 =3++5i. 对 应 于 特征 值 A, =3+5i 的 特征 向 量 


det(AE - A)= 10649 34=0 


必须 满足 线性 代数 方程 组 
Si -—37|u, 
(CuE-4)u=| J| = 
5 
因此 , u, ,w, 满 足 方程 组 
o =u,=0, 
uy tiu, =0, 


-l 


是 对 应 于 à, =3+5i 的 特征 向 量 . 类 似 地 ,可 以 求 得 对 应 于 A, = 
3 一 5i 的 特征 向 量 为 


其 中 BO 是 任意 常数 . 
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Ha 试 求 矩 阵 


的 特征 值 和 对 应 的 特征 问 量 . 
B BEREX 
Ea O i 
deta - A)= | E 
因此 ,X=3 是 4 的 二 重 特征 值 .为 了 寻求 对 应 于 4 =3 的 特征 向 
量 ,考虑 方程 组 


区 +9=0, 


或 者 
因此 ,向 量 


是 对 应 于 特征 值 *=3 的 特征 向 量 , 其 中 a 关 0 是 任意 常数 . 
在 例 3 中 ,特征 向 量 u 和 wv 是 线性 无 关 的 ,因为 


=208B%0. 


det[ u,v]= | 
ai 


因而 ,向 量 u,v 构成 二 维 欧 几 里 得 空间 的 基 . 然 而 ,在 例 4 J A 
的 特征 向 量 只 构成 一 个 一 维 子 空间 .在 这 里 重要 的 是 要 知道 ,一 
给 定 的 矩阵 4 的 对 应 于 各 个 特征 信 的 特征 向 时 的 集 胡 是否 新 

一 个 基 . 根 据 线性 代数 的 定理 一 一 任何 个 不 同 特征 值 所 对 应 的 
k 个 特征 向 量 是 线性 无 关 的 .所 以 ,如 果 nX n 和 矩阵 4 具有 7 个 不 
同 的 特征 值 ,那么 对 应 的 n 个 特征 向 量 就 构成 n 维 欧 几 里 得 空间 
的 一 个 基 . 

我 们 提醒 读者 ,一 个 n x n 和 矩阵 最 多 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 
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向 量 . 当然 ,在 任何 情况 下 ,最 低 限度 有 一 个 特征 向 量 ,因为 最 低 限 
度 有 一 个 特征 值 . 

首先 ,让 我 们 讨论 当 4 具有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 时 ( 特 
别 当 A 具有 nn 个 不 同 的 特征 值 时 ,就 是 这 种 情形 ) ,微分 方程 组 
(5.33) 的 基 解 矩阵 的 计算 方法 . 

我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 10 WREE ARA n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 w ,mm ,…， 
v, ,它们 对 应 的 特征 值 分 别 为 4 ,4,,… ,4, (不 必 各 不 相同 ) ,那么 矩阵 


Ø(t)= [ev ,er?v,,,e"v,], -o<t<+o 
是 常 系数 线性 微分 方程 组 
x = Ax (5.33) 
H — A ER E E. 


证 明 由 上 面 关 于 特征 值 和 特征 向 量 的 讨论 知道 ,每 一 个 向 
量 函 数 e"a(7 =1,2,…,2) 都 是 (5.33) 的 一 个 解 .因此 ,矩阵 

| D(:)=[e y ,e2w,,",e "y, ] 
是 (53.33) 的 一 个 解 矩 阵 . 因 为 , 问 量 w 0,0 wv, 是 线性 无 关 的 ， 
所 以 

det 四 (0) = detl v, ¿207 v, ]1%0, 

根据 5.2.1 的 定理 2” 推 得 ,@(:) 是 (5.33) 的 一 个 基 解 矩阵 .定理 

BIS. 试 求 方程 组 x = Ax, HP A | 


阵 . 
解 ” 由 例 3 知道 ,4, =3+5i 和 4,=3-5i 是 A 的 特征 值 ,而 


om- 
是 对 应 于 A ,); 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 .根据 定理 10, 和 矩阵 


3+ 5i es 
e i)t je? o] 


> Si -« 
iet ide e? Si): 


3 


5 
— AN 
5 3 的 aE 


(=| 


AAA 


就 是 一 个 基 解 矩阵 . 

一 般 来 说 ,定理 10 中 的 (1) 不 一 定 就 是 exp Al .然而 ,根据 
5.2.1 的 推论 2” ,我 们 可 以 确定 它们 之 间 的 关系 .因为 exp At 和 
(i) 都 是 (5.33) 的 基 解 矩阵 ,所 以 存在 一 个 非 奇 异 的 常数 矩阵 
C ,使 得 

exp At = BD(1)C. 
在 上 式 中 , 令 t=0, 我 们 得 到 C=0 (0), 因 此 
exp At = 0(1)0 '(0). (5.47) 
根据 公式 (5.47) ,exp At 的 计算 问题 相当 于 方程 组 (5.33) 的 任 一 
基 解 矩阵 的 计算 问题 .注意 ,公式 (5.47) 还 有 一 个 用 途 ,这 就 是 下 
面 的 附注 所 指出 的 . 

附注 1 我 们 知道 ,如 果 4 是 实 和 矩阵 ,那么 exp Ar 也 是 实 
PER. AH, A 是 实 和 矩阵 时 ,公式 (5.47) 给 出 一 个 构造 实 的 基 解 
矩阵 的 方法 . 

例 6 WRA 5 的 实 基 解 矩阵 (或 计算 exp At). 

解 ”根据 (5.47) 及 附注 1, 从 例 5 中 得 


(3+5i)st  。(3-~5i): Nal 
š | e ¡e | j i 
exp t = , ed . 
ie? + Si)+ (3-55): 1 


e 1 
1 03? Si): ie3- I =å 
los e(3- 区 ll -i 1 | 
1 etse + e675! — ilet: =D> 
a Fl ¿ocn m ¿a e'3+5)e 十 03-35): | 


| cos St sin T 
-sin St cost 
现在 讨论 当 4 是 任意 的 nx n 和 矩阵 时 ,($.33) 的 基 解 矩阵 的 
计算 方法 . 先 引进 一 些 有 关 的 线性 代数 知识 . 
假设 A 是 一 个 n Xn 矩阵 ,Mi , AEA 的 不 同 的 特征 
值 ,它们 的 重 数 分 别 为 nisn ,ni ,这 里 ntn ttnn, 
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那么 对 应 于 每 一 个 n, ERIE A, ,线性 代数 方程 组 
(A-AE)"u=0 (5.48) 
的 解 的 全 体 构成 n 维 欧 几 里 得 空间 的 一 个 nj 维 子 空 间 U, (j=1， 
2,…,&), 并 且 n 维 欧 几 里 得 空间 可 表示 为 Uni , U,,…, U, 的 直接 
和 
这 就 是 说 ,对 于 n 维 欧 几 里 得 空间 的 每 一 个 向 量 w ,存在 唯一 
的 向 量 wj ,wu,,… ,wu ,其 中 w EU(j;j=1,2,…,k), 使 得 
u=u, tu, +t: +. (5.49) 
关于 分 解 式 (5.49) ,我 们 举 出 它 的 两 个 特殊 情形 .如 果 A 的 
所 有 特征 值 各 不 相同 ,这 就 是 说 ,如 果 每 一 个 mw =1(7=1,2,…， 
上), 而 用 =n. 那么 ,对 于 任 一 向 量 & ,分 解 式 (5.49) 中 的 wj; 可 以 表 
RÄ u, = cvj, 其 中 vi,v,,…,v, 是 A 的 一 组 线性 无 关 的 特征 问 
量 ,c (j=1,2,…,n) 是 某 些 常 数 .如 果 A 只 有 一 个 特征 值 , 即 & 
=1, 这 时 不 必 对 n 维 欧 几 里 得 空间 进行 分 解 . 
现在 利用 刚刚 引述 过 的 线性 代数 知识 着 手 寻 求 (5.33) 的 基 解 
和 矩阵 .我们 先 从 寻求 任 一 满足 初 值 条 件 pg(0)= y 的 解 p(t ) 开 始 . 
从 定理 9 我 们 知道 ,g(t) 可 以 表 为 g(1) = (exp AL), MERMA 
目标 就 是 要 将 (exp At)n 明显 地 计算 出 来 , 即 要 确切 知道 g(z) 的 
每 一 个 分 量 . 根 据 exp At 的 定义 ,一 般 来 说 ,(exp At) n 的 分 量 是 
一 个 无 穷 级 数 ,因而 难于 计算 .这 里 的 要 点 就 是 将 初始 向 量 9 进 
行 分 解 , 从 而 使 得 (exp At) n 的 分 量 可 以 表示 为 1 的 指数 函数 与 1 
的 寡 函 数 乘 积 的 有 限 项 的 线性 组 合 . 
假设 4, ,4,,… ,4 分 别 是 矩阵 A 的 n,n,,… ,ni 重 不 同 特征 
值 .这 时 由 (5.49) ,我 们 有 
N=0,+0,+"+0, (5.50) 
其 中 vw E U;(j=1,2,…,k), 因 为 子 空间 U 是 由 方程 组 (5.48) 产 
生 的 ,um 一 定 是 (5.48) 的 解 .由 此 即 得 
(A-24E)vw,=0, l>m, j¡=1,2,"",k. (5.51) 
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注意 到 当 和 矩阵 是 对 角 和 矩阵 时 ,由 例 1 知道 ,exp Ar 是 很 容易 求 得 
的 ,这 时 得 到 


ev'exp( — ABEt)= es a =E, 


由 此 ,并 根据 等 式 (5.51), 即 有 
(exp At )v, = (exp At)e’' [exp( — à Et) ]v, 
=e [exp(A -à E)t]v, 


2 
=e [E+ AE) +5 (AA EY += 


JN n. -1 
no je 
再 根据 等 式 (5.50), 知 微分 方程 组 (5.33) 的 解 p(1)= (exp At)n 
可 表示 为 


p(1)= (exp At)n= (exp At) 2i v = y (exp At)v, 


k 2 
=> e [E+ ¿CA -NE)+51(4 — AE) + 
j=1 | i 


E n -1 

tUa -DI (A 7AE)" lo, 
所 以 ,方程 (5.33) 满 足 g(0)= n 的 解 p(i) 最 后 可 以 写成 

(0)= Je [SS Laa EY yy. (5.52) 

在 特别 情形 , 当 4 只 有 一 个 特征 值 时 ,无需 将 初始 向 量 分 解 
为 (5.50) .这 时 对 于 任何 u ,都 有 
(A-AE)'u=0, 
这 就 是 说 ,(4 - AE) 是 一 个 零 矩 阵 , 这 样 一 来 ,由 exp At WE 
义 , 我 们 得 到 
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exp At =e all AE)t 
-1 
=e” "下 (4- AE). (5.53) 


为 了 要 从 (5.52) 中 得 到 exp 4t ,只 要 注意 到 
exp At = (exp At)E =[ (exp At)e, ,(exp At)e,,…,(exp At)e,], 


其 中 


1 0 0 

0 1 0 
el | 0 ， e, = 

0 : 0 

0 0 1 


是 单位 向 量 . 这 就 是 说 ,依次 令 qe n=e =e, RE n 
个 解 , 以 这 ”个 解 作 为 列 即 可 得 到 exp Az. 

例 7 如 果 A 是 例 4 的 矩阵 , 试 解 初 值 问题 xz’= Ax, p(0)= 
,并 求 exp At. 

解 ” 从 例 4 知道 ,4, =3 是 4 的 二 重 特征 值 ,这 时 Ean 


有 一 个 子 空间 Un =2 及 各 = [7 ] 代 入 (5.52) 即 得 
p(1)=e"[E+t+(A-3E)]n 
efe, ip] 
-e [” Hi q + ad 


. (5.54) 
ttl- Mty) 


利用 公式 (5.53), 即 得 
exp At =e'[E+i:(A—3E)] 


"(lo Je, 11) 

=e + Pl 

0 1 =E l 

| t |. 
= 
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或 者 分 别 令 


1 0 
so], aa- [] 


后 代 和 (5.54) , 亦 同 样 得 到 上 面 的 结果 


exp At =e o i | 
t 1*7 
例 8 0% 
-4 1 0 0 0 
0-4 1 0 0 
A= | 0 =s 0 0j; 
0 0 0-4 0 
0 0 0 0-4 
试 求 exp At. 


解 这 里 =5,M=-4 是 4 的 5 重 特征 值 ,直接 计算 可 得 
(A +4E) =0. 因 此 ,由 公式 (5.53) 可 得 


2 
exp Se iida +4E)+351(A +4E) |, 


这 样 

0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
exp At =e * 1 +1I0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 

rio 0000 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 


eE 


— 
人 
| + 
sam 
© 
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O + 00 
=e loo 1.00 
00 0 10 
00 0 0 1 
例 9 考虑 方程 组 


严 

t= 3z; iati 
A 

z= 2zi Fs 


/ 
Li HL] T2 Fifi; 


3 si J 
A =|2 0 1|, 
E =r 


试 求 满足 初 值 条 件 g(0) = n WR el), HR exp At. 
解 4 的 特征 方程 为 
det(AE-— A)=(à-1)(à -2% =0, 
4A, = 二 1,4, =2 分 别 为 n,=1,2,=2 重 特征 值 ,为 了 确定 三 维 欧 几 
里 得 空间 的 子 空间 U, 和 U, ,根据 (5.48) ,我们 需要 考虑 下 面 方 
程 组 : 


这 里 系数 矩阵 


(A-E)u=0 和 (A-2E)u=0. 


E | 
2 -1 1ju=0, 


I SF 1 


首先 讨论 


(A-E)u= 
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24, u,+u,=0, 
p 一 zy 十 23 三 0， 
u, 一 u, +uz=0. 
这 个 方程 组 的 解 为 ul = (0,a,a) ,其 中 a 为 任意 常数 . 子 空间 


Ul 是 由 向 量 wu, 所 张 成 的 . 
其 次 讨论 


0 0 0 
(A-2EYu=|-1 1 0lu=0, 


ST. E Y 


=u,+u,=0, 
En + u, =0. 
这 个 方程 组 的 解 为 u, =(8,8,y) ,其 中 8,Y 是 任意 常数 . 子 空间 
U, 是 由 向 量 wu, 所 张 成 的 . 
现在 我 们 需要 找 出 向 量 v, € U, 0, € U, 使 得 我 们 能 够 将 初 
始 向 量 和 写成 (5.50) 的 形式 .因为 v,.E Ui ,me Us A 


0 B 
, n= al, 
a Y 


其 中 a,B,Y 是 某 些 常数 ,这样 一 来 


v = 


Ma B 
12 = a+B , 
VE aty 


因而 B= pat B= 7,,at+ Y= q, AZIE a= M~ YH>B=01> 


Y=- mt mH 
Y 
六 | 
13 7 M2 + Mı 


v, 一 


0 
fl YH|, v= 
Y” 7 
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根据 公式 (5.52) ,我 们 得 到 满足 初 值 条 件 g(0)= 9 的 解 为 
o(1)=eEv,+e "(E++(A -2E))o, 


0 1 -1 1 7 
ne erf = iji YN | 
MY 1 -1 0 M7 + 
0 1+t “E $ UN 
一 e- ， E J te” | 2t 12 | 7 | 
h27 M t = 1 73 ~ 72+ Mı 


0 ttl 7 +) 
=e [MN + | ptt yty). 
Y” Y 3 Z M2 t Mı 


为 了 得 到 exp Ai ,依次 令 n 等 于 (1,0,0) ,(0,1,0)”,(0,0,1) 4R 
入 上 式 ,我 们 得 到 三 个 线性 无 关 的 解 .利用 这 三 个 解 作为 列 , 即 得 
(1+ 1)e” -te te” 


exp At= | -e +(1+ 100" e~- te tl. 


-g +e” ， — e? e?! 

应 该 指出 ,公式 (5.52) 是 本 节 的 主要 结果 .公式 (5.52) 告 诉 我 
们 , 常 系数 线性 微分 方程 组 (5.33) 的 任 一 解 都 可 以 通过 有 限 次 代 
数 运算 求 出 来 .在 常 微分 方程 的 理论 上 和 应 用 上 ,微分 方程 组 的 解 
当 1 一 品 时 的 性 态 的 研究 都 是 非常 重要 的 .例如 第 六 章 将 要 讨论 
的 微分 方程 组 的 解 的 稳定 性 就 是 其 中 的 一 个 方面 .作为 公式 
(5.52) 在 这 方面 的 一 个 直接 应 用 ,我 们 可 以 得 到 下 面 的 定理 11. 
关于 公式 (5.$2) 的 更 深刻 的 应 用 ,留待 第 六 章 去 讨论 . 

定理 11 给 定常 系数 线性 微分 方程 组 

x= Ax (5.33) 

那么 ， 

1° 如 果 A 的 特征 值 的 实 部 都 是 负 的 , 则 (5.33) 的 任 一 解 当 
ti 一 十 co 时 都 趋 于 零 ; 
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2° 如 果 A 的 特征 值 的 实 部 都 是 非 正 的 , 且 实 部 为 零 的 特征 值 
都 是 简单 特征 值 , 则 (5.33) 的 任 一 解 当 :一 + co 时 都 保持 有 界 ; 

3 如果 A 的 特征 值 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 , 则 (5.33) 至 少 有 
一 个 解 当 :一 + co 时 趋 于 无 穷 . 

证 明 根据 公式 (5.52) ,知道 方程 组 (5.33) 的 任 一 解 都 可 以 
表示 为 t 的 指数 函数 与 1 的 寡 郴 数 乘积 的 线性 组 合 , 再 根据 指数 
咕 数 的 简单 性 质 及 定理 中 王 ,2 两 部 分 所 作 的 假设 , 即 可 得 二 ,2 
的 证 明 . 为 了 证 明 3°, 设 A4=a+i8B 是 A 的 特征 值 ,其 中 ,8 是 实 
ME >0.H 9 HA 的 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 , 则 向 量 函 数 

9(L)=e 
是 (5.33) 的 一 个 解 ,于 是 
Lp ll =e” ll q [| — + oo( 当 1 一 + ort). 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 

本 段 所 讨论 的 步骤 及 公式 (5.52) 提 供 了 一 个 实际 计算 (5.33) 
的 基 解 矩阵 的 方法 .在 这 里 我 们 主要 应 用 了 有 关 空 间 分 解 的 结论 . 
事实 上 ,利用 其 他 方面 的 代数 知识 也 可 以 相应 地 得 到 计算 基 解 和 矩 
EE exp At 的 别 的 方法 .例如 通常 微分 方程 教材 所 介绍 的 化 车 尔 当 
(Jordan) 标 准 形 的 方法 就 是 其 中 的 一 种 , 它 主要 是 利用 矩阵 理论 
中 若 尔 当 标准 形 方面 的 知识 .这 一 方法 在 理论 上 显得 颇 为 简洁 ,但 
实际 计算 起 来 则 可 能 比较 麻烦 .又 如 玉 .J.Putzer 利用 哈密 顿 -项 
莱 (Hamilton — Cayley) 定理, 将 基 解 矩阵 exp At 的 计算 问题 归结 
为 求解 带 下 三 角形 和 矩阵 的 齐 次 线性 微分 方程 组 的 初 值 问题 ,方法 
也 很 简单 .现在 将 提 及 的 方法 介绍 如 下 作为 附注 供 读 者 参考 . 

附注 2 “利用 若 尔 当 标准 形 计算 基 解 矩阵 . 

首先 对 于 和 矩阵 A ,由 和 矩阵 理论 知道 , 必 存 在 非 奇 异 的 和 矩阵 T, 
使 得 

/i (5.55) 
其 中 J 具有 若 尔 当 标准 形 , 即 


二 


J, 
这 里 


为 n MER, E ntn ttnn, M l AEEA -AE 的 初 
级 因子 的 个 数 ;4, ,4,,… ,4, 是 特征 方程 (5.46) 的 根 ,其 间 可 能 有 
相同 者 ;和 矩阵 中 空白 的 元 均 为 零 . 

由 于 矩阵 了 及 J (j=1,2,…,/) 的 特殊 形式 ,利用 定义 
(5.34) 容 易 计 算得 到 


exp J, ! 
exp Jt = dida 7 = €5.56) 
| exp J, t 
其 中 
2 n, 
de 71 E 1)! 
exp Ji=| 1 t +“ a es”. O) 


FU) MRE J 是 者 尔 当 标 准 形 , 那 么 可 以 计算 得 到 exp Jt, H 
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($.55) 及 和 矩阵 指数 的 性 质 3" ,可 以 得 到 微分 方程 组 ($.33) 的 基 解 
和 矩阵 exp At 的 计算 公式 


exp At =exp( TJT ')t= Tlexp Jt) T '. (5.58) 
当然 ,根据 5.2.1 的 推论 1”, 和 矩阵 
w(:)= Texp Jt (5.59) 


也 是 (5.33) 的 基 解 矩阵 .由 公式 (5.58) 或 者 (5.59) 都 可 以 得 到 基 
解 矩 阵 的 具体 结构 ,问题 是 非 奇 异 矩 阵 T 的 计算 比较 麻烦 . 

附注 3 计算 基 解 矩阵 exp At 的 另 一 方法 . 

用 直接 代 人 的 方法 应 用 哈密 顿 - 凯 菜 定 理 容易 验证 ” 


»-1 
exp At = > risi(t)P;, 


其 中 Po=E,P,= || (A -NE)(=1,2,…,n), 而 7, (1), 
r(t) sr, (7) 是 初 值 问 是 


ri = Àir, 
r =r; tàr (j=2,3,;",n), 
r,(0)=1,r,(0)=0(¡=2,3,"",m) 
AO Ar A 00 ,4, 是 矩阵 A 的 特征 值 (不 必 相 异 ). 

现在 应 用 这 一 方法 计算 例 9 给 出 的 方程 的 基 解 矩阵 exp At. 
这 时 A, = 1,4, =A; =2, 求 解 初 值 问题 : 


r3=r, +2r,, 
r,(0)=1,r,(0)=r,(0)=0, 
得 到 r,=e,r,.= e,r = ltl)” +e HH 


a. “TJ 
P,=A-E=12 -1 1], 


L =i 1 
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1 -1 1 
pta -| | 


0 0 0 
最 后 得 到 
expAt = 2 ii Lt)P, 
(1+ 1)e” 1 te 
=|(1+10)%-e -te te te]. 

e” a e +e' E" 

与 例 9 所 得 结果 相同 . 

”最 后 ,我 们 给 出 非 齐 次 线性 微分 方程 组 

x =Ax+f(t) (5.60) 


的 常数 变易 公式 ,这 里 4 是 nxn 常数 矩阵 , f(z ) 是 已 知 的 连续 向 

量 函 数 .因为 (5.60) 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 组 (5.33) 的 基 解 矩阵 

HO(1)=exp Ait, 所 以 ,5.2.2 中 的 常数 变易 公式 在 形式 上 变 得 特 

别 简单 .这 时 ,我 们 有 07 (s) =exp(— sA),0(1:)0 '(s)=expl(t 

一 s)A4], 若 初 值 条 件 是 pg (16)= n, M p, (t)=exp[(t- t) Aln, 

(5.60) 的 解 就 是 

p(t)=expl(t- 20)A]N+ | expl (£ ~ s) AJf(s)ds. 

(5.61) 

我 们 可 以 利用 本 段 提 供 的 方法 具体 构造 基 解 矩阵 exp At. 然而， 

除非 是 某 些 特殊 的 情形 ,要 具体 计算 (5.61) 中 的 积分 式 也 是 不 容 

易 的 . 

例 10 设 


[ro 


RRITE x = Ax + f(1) 满 足 初 值 条 件 p(0) = NEL CN 
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解 由 前 面 的 例 6 知道 ， 
dl cos St | 
dd -sin 5t cos 5£)” 
代入 公式 (5.61) ,我们 得 到 (利用 to =0) 
SE cos $1 a 
ii Mess cos 51 3L1 
E il We sita | e 
ds. 
+ |, nd cos S(t- s) > 
我 们 计算 上 面 的 积分 如 下 : 
in 5 
TORGA | 
cos St 
ý al | | 
po — sin Stcos 5s + cos Stsin 5s ” 


利用 公式 或 者 分 部 积分 法 ， a 
f e`“ cos 5sds = 


erz 4cos 5s + Ssin 5s) | 


( — 4sin 5s — S5cos 5s) | 


t 
-4 A 
| e “sin sds 三 一 一 
0 


16723 f 
最 后 我 们 得 到 
1 A 4cos 5t + 46sin St — 4e * 
p(t)= 41% et ¡POS 
46cos St — 4sin St 一 Se * 


"5.3.3 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 


拉 普 拉 斯 变换 可 以 用 于 解 常 系数 高 阶 线性 微分 方程 ,也 可 以 
用 来 解 常 系数 线性 微分 方程 组 . 为 此 ,首先 将 拉 普 拉 斯 变换 推广 到 
向 量 函 数 的 情形 .我 们 定义 
g[f02)]= | efo dr, 


其 中 f(z) 是 n 维 向 量 聘 数 ,要 求 它 的 每 一 个 分 量 都 存在 拉 普 拉 斯 
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变换 .这 里 ,我 们 通过 几 个 例子 介绍 如 何 应 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 常 
系数 线性 微分 方程 组 .如 果 人 掌握 了 较 好 的 计算 机 软件 知识 ,可 以 直 
接 利用 计算 机 软件 进行 求解 (参阅 附录 I ). 

例 11 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 例 10. 

解 ” 将 方程 组 写成 分 量 形式 , 即 

zı = 3z, tSr, te, 
E = —§z, +3z,,z,(0)=0,x,(0)=1. 

S X (s) Axr (t)], X (s) = L 2,001,347 RH HiT 414 
斯 变换 得 到 


a 
sX2(s)-1=-5SX,(s)+3X,(5), 


即 
<= 1 
sy 
5X, {s)+(s-3)X,(;)=1. 
由 此 解 得 


$23 
+ 
sti 


a peer y +5 


1 p= 5 1 
= 214 5, + a 上 
a (s-3) +5 i 5 一 3) 十 al 
E e 5 


Xale) E 


ee £=3 z 5 e 1 
a + 3) +5 al 
取 反 变换 或 查 拉 普 拉 斯 变换 表 即 得 
2, (1) = gre” (4cos St 下 
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ar (t)= ¿qe (46cos 51 一 4sin 5t — Se *). 


所 得 结果 跟 例 10 一 致 . 
5112 试 求 方程 组 
2,=2x,+x, 
E =-—x,+4x, 
满足 初 值 条 件 p,(0)=0,p,(0)=1 的 解 (g,(1), w(t)), 并 求 出 
它 的 基 解 矩阵 . 

解 SX (9=%p(01,X,(9)=% po. (01. Bit x, = 
pilt), x: = yz) 满足 微 分 方程 组 ,我 们 对 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 
得 到 | 

sX (s)- p,(0)=2X,(s)+ X,(s), 
A 
即 
(s-2)X,(s)- X,(s)= pi(0)=0， 
deci pd 
解 出 Xi(s),X;(s) ,得 到 
| e E: A 
s 


-3)” s-3 (s-3) 


ll 


x= Xi(s)=7 
取 反 变换 , 即 得 
pi(t)=te', p(1)=e" + te" =(1+ 1)Je*. 
为 了 要 寻求 基 解 矩阵 ,再 求 满足 初 值 条 件 y,(0) =1,y,(0)=0 的 
解 (加 (zi) ,bt)). 如 前 一 样 , 我 们 得 到 方程 组 
(s-2)X,(5)-X,(5s)=49,(0)=1, 
(see $,(0)=0 


取 反 变换 ,得 到 
p (1)=(1-0e", p(1)=-te”. 
这 样 一 来 , 基 解 矩阵 就 是 
% (zt) Pen] „fine E | 

p(t) g(t) = IE 
读者 可 以 将 结果 与 前 面 的 例 7 比较 一 下 . 

从 上 两 例 中 我 们 可 以 看 到 ,应 用 拉 普 拉 斯 变换 可 以 将 求解 线 
性 微分 方程 组 的 问题 化 为 求解 线性 代数 方程 组 的 问题 .如 果 方 程 
组 的 阶 数 不 很 高 的 话 ,那么 它 的 解 是 容易 求 出 来 的 . 

应 用 拉 普 拉 斯 变换 还 可 以 直接 去 解 高 阶 的 常 系数 线性 微分 方 
程 组 ,而 不 必 先 化 为 一 阶 的 常 系数 线性 微分 方程 组 . 

例 13 试 求 方 程 组 

o -2z ~ z: +22,=0, 


D(1)= 


2,72xa,+x,=-2e*' 
满足 初 值 条 件 gp, (0) = 3, pg;1(0) =2, 9g,(0)=0 的 解 (9 (t), 
pr(t)). 
解 SX (s)=4% ep (10)1,X,(s5)=£p.(01 HIRE 
拉 普 拉 斯 变换 ,我 们 得 到 
ie =3 -2-2 X G3] KG tX a0, 


PAORS -2X (5) + 3X(s) = 一 和 | 


整理 后 得 到 
| —25)X,(5)- (s-2)X,(5) = 54, 


3 下 


(s-2)X,(s)+ sX,(s)= Pra E 


解 上 面 方程 组 , 即 有 
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35? -45-1 1 1 1 
Re 31 FEEL 5 一 2 
2 1 1 
ADO LT 

再 取 反 变换 就 得 到 解 
pi(t)=e+e :+e q(1)=e' -e 
从 上 述 各 例 可 以 看 到 ,应 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 常 系数 线性 微 
分 方程 (组 ) 的 初 值 问题 是 比较 快捷 的 .但 遗憾 的 是 , 它 对 方程 中 强 
人 迫 项 的 性 质 要 求 比 较 高 .因此 ,并 非 任何 常 系数 线性 微分 方程 (组 ) 
都 能 用 拉 普 拉 斯 变换 法 进行 求解 ,这 是 必须 注意 的 . 


X,(s)= 


=1 


ELE 


ELO 


ENEE 
1. 假设 4 是 上 xm 和 矩阵 , 试 证 : 
(1) 对 任意 的 常数 cl ,cz 都 有 
exp(c,A+c,A)=expc¡ A exp chA; 
(2) 对 任意 整数 上 ,都 有 
(exp A) =exp kA. 
( 当 是 负 整 数 时 ,规定 (exp 4) =[(exp A) ']*.) 
2. 试 证 :如 果 wp(t) 是 x = Ax 满足 初 值 条 件 g(to)= n 的 解 , 那 么 
q(t)= [exp A(t- to)]n. 
3. 试 计算 下 面 矩 阵 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 : 
ia y a 
(1) p ,| as =5 | 


4 2 


L A&i 0 1 0 
(3) i si | (4) | 0 0 | 
0 1 = 


4. 试 求 方程 组 x = Ax 的 一 个 基 解 矩阵 ,并 计算 exp Ar ,其 中 4 为 : 


o okz 
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a E. 1 0 3 
(3) f = ] ; (4) f 1 al 
-4 2 I =i 


5, 试 求 方程 组 x* = Ax 的 基 解 矩阵 ,并 求 满足 初 值 条 件 g(0) = n 的 解 
ọ(t): 


1 2 3 
aid a=| a "= [3| 
1 0 3 0 
oa 1 | n= El 
E LI =p 
1 2 .1 l 
a A | | 
0 1 


6. 试 求 方程 组 x = Ax + f(t) 的 解 olt): 


wow [a Jro- [0] 


0 1 0 0 
(2) 9(0)=0,4= | 0 0 中 ro- É | 
-6 -Uu - 


(3) 9(0)= MES p MOS | 站 


7. 假设 m 不 是 矩阵 4 的 特征 值 . 试 证 非 齐 次 线性 微分 方程 组 


t 


A 


x = Ax + ce” 
有 一 解 形 如 
x(t)= pe”, 
其 中 c,p 是 常数 向 量 . 
8. 给 定 方程 组 
zi~ 3x +2x,+233-x,=0, 
2, 2x,+tx2+x,=0, 
(1) 试 证 上 面 方程 组 等 价 于 方程 组 w = Au ,其 中 
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(2) 试 求 (1) 中 的 方程 组 的 基 解 矩阵 ; 
(3) 试 求 原 方程 组 满足 初 值 条 件 
xi(0)=0， x,(0)=1, zx,(0)=0 
的 解 . 
9. 试用 拉 普 拉 斯 变换 法 解 第 5 题 和 第 6 题 , 也 可 以 利用 计算 机 软件 求 
解 之 . 
10. 求 下 列 初 值 问题 的 解 : 


严 Ed 
Xı tx” 


(1) xı(0)=1,z,(0)=0; 


¿E a 
21 +32,+2x,+x+x,=0, 
(2) | +23,+2-x,=0, 
x,(0)=1,x,(0)= -—1,x,(0)=0; 
xi- m’ zr =Ù, 
(3) (mono 
x,(0)=mp,21(0)= q ,22(0)= q, ,22(0)= 9, . 
11. 假设 y= PIEZA ABRA E fa E 


y +ay +t by=0, 
y(0)=0,y"(0)=1 


的 解 , 试 证 
y= fole- t)flt)dt 


是 方程 
y tay +by= f(x) 
的 解 ,这 里 f(z) 为 已 知 连续 函数 . 


nd Esad 


线性 微分 方程 组 理论 是 微分 方程 理论 中 重要 的 组 成 部 分 .无 
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论 从 应 用 的 角度 或 者 从 理论 的 角度 来 说 ,本 章 所 提供 的 方法 和 结 
果 都 是 重要 的 , 它 是 进一步 学 习 常 微分 方程 理论 和 其 他 有 关 课 程 
的 必 不 可 少 的 基础 知识 .学 习 本 章 时 应 注意 如 下 几 点 : 

1. 理解 线性 微分 方程 组 解 的 存在 唯一 性 定理 ,进一步 熟悉 和 
掌握 逐步 逼近 法 .要 热 悉 向 量 与 矩阵 的 表述 方法 . 

2. 掌握 线性 微分 方程 组 的 一 般 理论 主要 是 了 解 它 的 所 有 解 
的 代数 结构 问题 .这 里 的 中 心 问题 是 齐 次 线性 微分 方程 组 的 基 解 
矩阵 的 概念 .有 了 基 解 矩阵 , 齐 次 线性 微分 方程 组 的 任 一 解 可 由 基 
解 矩 阵 表示 ,而 非 齐 次 线性 微分 方程 组 的 任 一 解 亦 可 通过 积分 由 
基 解 矩阵 表示 ,这 就 是 所 谓 常数 变易 公式 .一 般 理 论 的 基本 内 容 可 
以 概括 在 定理 1” ,定理 2 及 常数 变易 公式 (5.27) 中 .读者 可 以 此 
为 线索 了 解 有 关内 容 . 

3. 基 解 矩阵 的 存在 与 具体 寻求 是 不 同 的 两 回 事 . 一 般 齐 次 线 
性 微分 方程 组 的 基 解 矩阵 是 无 法 通过 积分 得 到 的 .但 当 系 数 和 矩阵 
是 常数 矩阵 时 ,可 以 通过 代数 方法 求 出 基 解 炬 阵 , 这 时 可 利用 矩阵 
指数 exp Ar ,给 出 基 解 矩阵 的 一 般 形式 ,而 基 解 矩阵 的 具体 计算 
方法 ,主要 是 利用 公式 (5.52). 在 理论 上 还 要 注意 用 若 尔 当 标准 形 
表示 基 解 矩阵 的 方法 . 

拉 普 拉 斯 变换 是 求解 常 系数 线性 微分 方程 组 的 初 值 问题 的 一 
个 简便 方法 ,要 懂得 运用 .也 可 以 利用 有 关 计算 机 软件 直接 求解 . 

4. 掌握 高 阶 线性 微分 方程 与 线性 微分 方程 组 的 关系 ,懂得 将 
线性 微分 方程 组 的 有 关 结 果 推 论 到 高 阶 线性 微分 方程 上 去 ,从 而 
在 一 个 统一 的 观点 下 理解 这 两 部 分 的 内 容 . 
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非 线 性 微分 方程 


在 本 书 第 一 章 绪论 中 我 们 给 出 了 一 些 描述 客观 现实 世界 运动 
过 程 的 常 微分 方程 模型 ,这 些 常 微分 方程 有 线性 或 非 线性 、 有 可 解 
或 不 可 解 等 各 种 类 型 .前 面 几 章 讨论 了 一 阶 微分 方程 的 初等 解法 、 
解 的 存在 性 和 线性 微分 方程 (组 ), 这 一 章 我 们 将 讨论 非 线 性 常 微 
分 方程 . 非 线 性 模型 往往 更 能 反映 运动 过 程 的 本 质 , 而 非 线性 常 微 
分 方程 大 多 数 都 不 能 直接 求解 .这 就 提出 一 个 如 何 研 究 非 线性 常 
微分 方程 的 问题 . 

早 在 一 百 多 年 前 ,俄国 李 雅 普 诺 夫 和 法 国 庞 加 莱 曾 分 别提 出 
常 微 分 方程 的 稳定 性 和 定性 的 理论 和 方法 ,为 我 们 指出 研究 非 线 
性 常 微分 方程 的 新 方向 .经 过 一 百 多 年 的 发 展 , 常 微分 方程 的 稳定 
性 和 定性 理论 已 成 为 常 微分 方程 理论 的 重要 分 文 . 

近 三 十 多 年 来 ,出 现 了 研究 带 参 数 的 方程 当 参数 变化 时 方程 
解 的 类 型 变化 的 分 支 (又 称 分 歧 、 分 岔 ) 问 题 的 热潮 ,特别 是 ,由 此 
引出 发 现 有 奇异 ( 怪 ) 吸 引子 及 混沌 现象 的 这 类 微分 方程 解 的 新 的 
性 质 .分 支 和 混沌 理论 的 发 展 不 但 影响 了 和 党 微分 方程 的 研究 ,并 在 
科学 界 中 掀起 了 一 股 在 确定 系统 中 寻求 随机 现象 的 热潮 ,更 触发 
了 打破 几 百 年 来 牛顿 确定 论 的 科学 方法 论 的 革命 . 

本 章 第 1,2 节 , 先 给 出 常 微分 方程 组 的 存在 唯一 性 定理 ,然后 
介绍 稳定 性 概念 及 稳定 性 理论 的 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 (V O 
法 ); 第 3,4 节 的 内 容 是 平面 定性 理论 ,包括 奇 点 、 极 限 环 与 平面 图 
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AS 节 为 分 支 和 混沌 ,包括 单 参数 常 微分 方程 的 分 支 和 Lorenz 
方程 与 混沌 ;第 6 节 则 涉及 哈密 顿 方程 以 及 与 其 有 关 的 混沌 与 扳 
于 

这 一 章 ,希望 能 通过 非 线 性 常 微分 方程 的 分 析 给 读者 一 个 党 
微分 方程 理论 及 其 主要 发 展 的 简单 概貌 . 


$6.1 fa E 性 


6.1.1 常 微分 方程 组 的 存在 唯一 性 定理 


本 章 讨论 非 线 性 常 微分 方程 组 
P= gly), yER (6.1) 
的 解 的 性 态 . 在 讨论 解 的 性 态 之 前 ,首先 要 保证 解 的 存在 、 唯 一 等 
性 质 , 即 要 讨论 方程 组 (6.1) 的 解 的 存在 唯一 性 以 及 解 的 延 拓 和 解 
对 初 值 的 连续 性 可 微 性 等 ,这 可 概括 为 下 面 的 定理 .由 于 定理 的 
证 明 方 法 同一 阶 方程 的 情形 类 似 , 这 里 就 不 重复 了 . 
设 给 定 方 程 组 (6.1) 的 初 值 条 件 为 
y(to)= Yos (6.2) 
考虑 包含 点 (tu , Yo) 一 (to $Y10>Y20 »**" ,yo) 的 革 区 域 


RR 一 | 和 | y~ yo | <b. 


在 本 章 中 y 的 范 数 yl ELA yl = Sy 


g(t,y) 在 域 G 上 关于 y 满足 局 部 利 普 希 芯 条 件 是 指 :对 于 G 内 
任 一 点 (to ,yo), 存 在 闭 邻 域 RCG, 而 g(1;y) 于 R 上 关于 y 满足 
利 普 希 茨 条 件 , 即 存在 常数 L >0, 使 得 不 等 式 


| g(t;3)~ g(t;5) ll <L | 5-3 ll (6.3) 
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对 所 有 (zt,》),(t,3) ERRAL. L 称 为 利 普 希 茨 常数 . 

存在 崔 一 性 定理 ”如果 向 量 函 数 O AR R 上 连续 且 关 
Fy 满足 利 普 希 菊 条 件 , 则 方程 组 (6.1) 存 在 唯一 解 y= oltita, 
y) CERE |- t | 三 h 上 连续 ,而 且 


q(to;to, Yo) = Yos 


XE h = min( a jg | M= max, l g(t;y) |l. 

解 的 延 拓 与 连续 性 定理 ”如果 向 量 函 数 g(1;y) 在 某 域 G 内 
连续 , 且 关 于 满足 局 部 利 普 希 蒋 条件 , 则 方程 组 (6.1) 的 满足 初 
值 条 件 (6.2) 的 解 y= g(i;to,yo)((to,yo)EG) 可 以 延 拓 ,或 者 
延 拓 到 + ce (或 - co ); 或 者 使 点 (it,9(tito,yo)) 任 意 接近 区 域 G 
的 边界 .而 解 pg(i;ito,y) 作 为 iio,ym 的 函数 在 它 的 存在 范围 内 
是 连续 的 

可 微 性 定理 如 果 向 量 函 数 8(1;7) 及 5 (= 1,2，… aa) 
在 域 G 内 连续 ,那么 方程 组 (6.1) 由 初 值 条 件 (6.2) 确 定 的 解 y = 
p(t;to,yo) 作 为 1 ,to ,yo 的 防 数 ,在 它 的 存在 范围 内 是 连续 可 微 
的 . 


6.1.2 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 
让 我 们 从 一 个 简单 的 方程 谈 起 .考虑 一 阶 非 线 性 微分 方程 
2 = Ay - By, (6.4) 


其 中 A,B 为 常数 且 A*B>0, 初 值 条 件 为 y(0) = y. 
”由 $2.1.1 例 3 知 ,方程 (6.4) 有 通 解 


A 
Bro 为 任意 常数 ) 


和 两 特 解 y = 0 与 y = 全 .考虑 初 值 条 件 ,得 到 方程 (6.4) 满 足 初 
aer- E 


k a 


值 条 件 的 解 


y= 一 -二 一. (6.5) 
B+ -Bje“ 


0 


对 应 于 初 值 mw 的 所 有 可 能 情况 , 解 (6.5) 的 图 像 如 图 (6.1) 所 
示 . 从 图 中 可 以 看 到 , 当 A >0,B>0 时 ,满足 初 值 条件 y(0) = y 


>0 的 所 有 解 均 渐 近 地 趋 于 解 y, (1) = 全 ;而 当 A<0 及 B<0 
时 ,满足 初 值 条 件 >(0) = y < 全 的 解 均 趋 于 解 yi (:) = 0, 但 满足 
初 值 条 件 y(0) = yo > 全 的 解 则 趋向 无 穷 , 且 以 平行 于 y 轴 的 直线 


为 浙 近 线 .这 些 特性 也 可 以 由 解 的 表达 式 (6.5) 直 接 推出 .在 第 一 
种 情形 , 即 A>0,B>0 时 , 解 y,(:) = 各 被 说 成 是 稳定 的 ,而 对 解 


、 | 
dy | 
de” y 
Á d 
y YAO= 3 370 
B A 
A YJAD=F 
B 
d 
Lo 370 
y¡(1)=0 de 
O t Bi 
D co O y1(0=0 
dt d : 
dy 
| $ 
(a) 4>0, B>0 (b) A<0, B<0 
图 (6.1) 


.231 可 


yw (1) =0, 由 于 满足 初 值 条 件 >(0) = yo < 全 的 解 均 越 来 越 离开 


它 , 这 样 的 解 y (z) 被 说 成 不 是 稳定 的 ,或 不 稳定 的 ;同样 ,在 第 二 
种 情形 , 即 A<0 和 B<0 时 , 解 (ti) 是 稳定 的 ,而 解 > GAR 
稳定 的 . 

稳定 性 的 物理 意义 是 明显 的 ,因为 用 微分 方程 描述 的 物质 运 
动 (例如 某 一 质点 运动 ) 的 特 解密 切 依赖 于 初 值 ,而 初 值 的 计算 或 
测定 实际 上 不 可 避免 地 出 现 误 差 和 于 扰 . 如 果 描 述 这 运动 的 微分 
方程 的 特 解 是 不 稳定 的 , 则 初 值 的 微小 误差 或 干扰 将 招致 “ 差 之 毫 
厘 , 座 以 千里 ”的 严重 后 果 . 因 此 ,这 样 不 稳定 的 特 解 将 不 宜 作 为 设 
计 的 依据 ;反之 ,稳定 的 特 解 才 是 我 们 最 感 兴趣 的 .这 说 明 解 的 稳 
定性 的 研究 是 一 个 十 分 重要 的 问题 ,可 是 大 多 数 非 线 性 微分 方程 
是 不 可 能 或 很 难 求 出 其 解 的 具体 表达 式 来 的 .因此 ,必须 要 求 在 不 
具体 解 出 方程 的 情况 下 判断 方程 的 解 的 稳定 性 态 . 

当 我 们 研究 方程 组 (6.1) 的 解 的 性 态 时 往往 与 具有 某 些 特 殊 
性 质 的 特 解 联系 在 一 起 .为 研究 方程 组 (6.1) 的 特 解 y= g(t) 邻 
近 的 解 的 性 态 , 通 常 先 利用 变换 


x=y-q(lt) (6.6) 
把 方程 组 (6.1) 化 为 
E = flex), (6.7) 
其 中 
Fx) = glas y) -PW 
=g(t;x+ p(1))- g(t;9(t)). 
此 时 显然 有 


f(t1;0)=0, (6.8) 
而 把 方程 组 (6.1) 的 特 解 y= 9(t) 变 为 方程 组 (6.7) 的 零 解 x=0. 于 
是 ,问题 就 化 为 讨论 方程 组 (6.7) 的 零 解 x=0 邻近 的 解 的 性 态 . 
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例如 对 方程 (6.4) 的 特 解 y(1) = 全, 我们 可 以 通过 变换 


o A 
T-Y B 
把 方程 (6.4) 变 为 方程 


dr _ pa 2 
FPS Ar- Dr: (6.9) 


这 样 ,讨论 方程 (6.4) 的 特 解 y,(1) = 全 的 稳定 性 态 便 可 以 化 为 讨 


论 方程 (6.9) 的 零 解 x =0 的 稳定 性 态 . 将 方程 的 特 解 通 过 变换 
(6.6) 化 为 零 解 再 进行 零 解 稳定 性 态 的 讨论 ,可 不 必 就 各 种 特 解 讨 
论 其 稳定 性 态 . 驻 定 微分 方程 常用 的 特 解 是 常数 解 , 即 方程 右 端 函 
数 等 于 零 时 的 解 , 如 方程 (6.4) 的 特 解 y 和 y .微分 方程 的 常数 
解 ,又 称 为 驻 定 解 或 平衡 解 ( 见 $1.2). 

下 面 给 出 方程 组 (6.7) 的 零 解 x =0 的 稳定 性 一 一 通常 称 为 
李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 稳定 性 一 一 的 定义 . 

考虑 微分 方程 组 (6.7) ,假设 其 右 端 函数 f(t ,x) 满 足 条 件 
(6.8) 且 在 包含 原点 的 域 G 内 有 连续 的 偏 导 数 , 从 而 满足 解 的 存 
在 唯一 性 、 延 拓 、 连 续 性 和 可 微 性 定理 的 条 件 . 

定义 1 如 果 对 任意 给 定 的 s>0, 存 在 8S>0(6 一 般 与 和。 和 i。 
有 关 ) ,使 当 任 一 x。 满足 ‖ xo l| <8 时 ,方程 组 (6.7) 的 由 初 值 条 
件 x(t) = xo 确 定 的 解 e), ,对 一 切 :之 如 均 有 

l x(z) | <e, 

则 称 方程 组 (6.7) 的 零 解 x =0 为 稳定 的 . 

如 果 (6.7) 的 零 解 x = 0 稳定 , 且 存 在 这 样 的 6。>0 使 当 
| zo ll < so 时 ,满足 初 值 条 件 x(z,)= x 的 解 x(z) 均 有 

lim x(1)=0, 

MATER x =0 为 渐 近 稳定 的 . 

如 果 x=0 渐 近 稳 定 , 且 存在 域 D, , 当 且 仅 当 x E€ Du 时 满足 
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初 值 条 件 x(zio) = xo 的 解 x(1) 均 有 lim x(t)=0, 则 域 DIA 
( 渐 近 ) 稳 定 域 或 吸引 域 . 若 稳定 域 为 全 空间 , 即 6,。 = + %, 则 称 等 
解 x =0 为 全 局 渐 近 稳定 的 或 简称 全 局 稳定 的 . 

当 零 解 x =0 不 是 稳定 时 , 称 它 是 不 稳定 的 . 即 是 说 :如 果 对 
某 个 给 定 的 。>0 RE 8>0 怎样 小 ,总 有 一 个 x。 满 足 上 xu ll < 
6 ,使 由 初 值 条 件 x(t) = x。o 所 确定 的 解 x(z), 至 少 存在 某 个 
t, 之 to 使 得 

l x(t) ll =e, 
则 称 方程 组 (6.7) 的 零 解 xx=0 为 不 稳定 的 . 
二 维 情形 零 解 的 稳定 性 态 ,在 平面 上 的 示意 图 如 图 (6.2). 


(b) 渐 近 稳定 O (ORBE 
图 (6.2) 零 解 的 稳定 性 态 
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例如 对 方程 (6.4), 当 A<0 及 B<0 时 其 零 解 y=0 为 渐 近 
稳定 的 ,稳定 域 为 y*< 台 .这 只 要 取 8<。 及 5 = 各 即 可 .事实 上 ， 


由 解 的 表达 式 (6.5) 或 图 (6.1b) 知 道 , 当 yo < 全 时 , 解 y(z) 对 一 
切 :之 to 之 0 有 |y(4) 1 过 1y(16) | 成 立 , 且 
lim y(2)=0. 

故 由 定义 , 零 解 y=0 AEREO, EA y < E. 

同样 , 当 A >0,B>0 时 ,方程 (6.9) 的 零 解 zx = 0 即 方程 
(6.4) 的 解 y,(1) = 全 为 渐 近 稳定 的 ,稳定 域 为 z> -各 或 y>0. 
而 当 A >0,B>0 时 方程 (6.4) 的 零 解 y=0 和 当 A<0,B<0 时 
方程 (6.9) 的 零 解 + =0 或 方程 (6.4) 的 解 y= 全 都 是 不 稳定 的 .这 
同样 可 由 解 的 表达 式 (6.5) 直 接 推出 或 从 图 (6.1) 看 出 . 

6.1.3 按 线性 近似 决定 稳定 性 


有 了 稳定 性 的 概念 ,现在 我 们 考虑 最 简单 的 一 阶 常 系数 线性 
微分 方程 组 


dx _ 


由 第 五 章 $5.3 的 (5.52) 式 知道 , 它 的 任 一 解 均 可 表 为 形 如 
> Cante”, 1<iS<nm (6.11) 


的 线性 组 合 ,这 里 2 ,为 方程 组 (6.10) 的 系数 矩阵 A 的 特征 方程 
det(A — AE)=0 (6.12) 


的 根 (E 为 单位 矩阵 ) , 1; 为 零 或 正 整 数 ,由 根 4; 的 重 数 决定 . 
- 2305 


根据 (6.11) ,与 第 五 章 的 定理 11 相对 应 的 我 们 可 以 得 到 如 下 
的 结论 : 

定理 1 若 特 征 方程 (6.12) 的 根 均 具有 负 实 部 , 则 方程 组 
(6.10) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ; 若 特 征 方程 (6.12) 具 有 正 实 部 的 根 ， 
则 方程 组 (6.10) 的 零 解 是 不 稳定 的 ; 若 特 征 方程 (6.12) 没 有 正 实 
部 的 根 ,但 有 零 根 或 具 零 实 部 的 根 , 则 方程 组 (6.10) 的 零 解 可 能 是 
稳定 的 也 可 能 是 不 稳定 的 ,这 要 看 零 根 或 具 零 实 部 的 根 其 重 数 是 
否 等 于 1 而 定 . 

现在 考虑 非 线性 微分 方程 组 


= Ax + R(x), (6.13) 


其 中 R(0) =0, 且 满足 条 件 
I R(x) |I ii 
< o (% || x I| —0 时 ). (6.14) 


显然 x=0 是 方程 组 (6.13) 的 解 . 亦 是 方程 组 的 奇 点 . 见 §1.2. 

对 于 非 线 性 微分 方程 组 (6.13) 的 稳定 性 态 ,自然 会 提出 这 样 
的 问题 :在 什么 条 件 下 ,(6.13) 零 解 的 稳定 性 能 由 线性 微分 方程 组 
(6.10) 的 零 解 的 稳定 性 来 决定 .这 便 是 所 谓 按 线性 近似 决定 稳定 
性 的 问题 .我 们 有 下 面 的 结论 : 

定理 2 大 特征 方程 (6.12) 没 有 零 根 或 零 实 部 的 根 , 则 非 线 
性 微分 方程 组 (6. 13) 的 零 解 的 稳定 性 态 与 其 线性 近似 的 方程 组 
(6.10) 的 零 解 的 稳定 性 态 一 致 .这 就 是 说 , 当 特 征 方程 (6.12) 的 根 
均 具 有 负 实 部 时 ,方程 组 (6.13) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,而 当 特 征 方 
程 具有 正 实 部 的 根 时 ,其 零 解 是 不 稳定 的 . 

至 于 特征 方程 (6.12) 除 有 负 实 部 的 根 外 还 有 零 根 或 具 零 实 
部 的 根 的 情形 , 非 线 性 微分 方程 组 (6.13) 的 零 解 的 稳定 性 态 并 
不 能 由 线性 近似 方程 组 (6.10) 来 决定 .因为 可 以 找到 这 样 的 例 
子 , 适 当 变 动 R(x)( 当 然 条 件 (6.14) 仍 满足 ), 便 可 使 非 线 性 微 
分 方程 组 (6.13) 的 零 解 是 稳定 的 或 是 不 稳定 的 ,这 种 情形 称 为 
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临界 情形 .如何 解 决 临界 情形 的 稳定 性 问题 ,是 常 微分 方程 稳定 
性 理论 的 重大 课题 之 一 . 

关于 定理 2 的 证 明 ,最 早 是 由 李 雅 普 诺 夫 用 第 二 方法 解决 的 . 
我 们 把 它 留 在 后 面 $6.2 中 再 补充 证 明 . 

例 1 考虑 有 阻力 的 数学 摆 的 振动 ,其 微分 方程 为 


d? 
P ii ETP 4 E sin p= 0, (6.15) 


这 里 长 度 1, 质 量 m 和 重力 加 速度 g 均 大 于 0, 并 设 阻力 系数 p> 
0. 令 z=p,y= 趴 ,将 方程 (6.15) 化 为 一 阶 微分 方程 组 


dx dy__8g. O p 
a D [A (6.16) 


原点 是 方程 组 的 零 解 .为 了 判别 能 否 按 线性 近似 来 确定 零 解 的 稳 
定性 态 ,将 方程 组 改写 成 


d d i 
T Se = mata yeaah, 


于 是 相应 的 线性 近似 方程 组 为 
dz _ Do- gr- Ey, (6.17) 


而 非 线性 项 


3 5 
R(x,y)= -Z (sin z- x)= Ele") 


-满足 条 件 (6.14). 
线性 微分 方程 组 (6.17) 的 特征 方程 为 


o a 0, 
m 


其 根 是 
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因 pr >0, 特 征 根 均 具 负 实 部 ,根据 定理 2, 当 摆 有 阻力 时 , 微 
分 方程 组 (6.16) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

对 于 方程 (6.16), 其 驻 定 解除 原点 外 ,还 有 x = nn(n= 土 1， 
+2,…),y=0. 由 于 sin z 的 周期 性 ,只 要 再 分 析 一 下 驻 定 解 (x,0) 
的 性 态 就 可 以 了 . 

为 了 研究 对 应 于 特 解 (x,0) 的 稳定 性 , 作 变 换 zx" r-n, y 
= y, 于 是 方程 组 (6.16) 化 为 


dè as O A a ` 
u Fenr [mre n (6.16) 
它 的 线性 近似 方程 组 为 
A: O A 
de l “de 1% “pm > 
而 对 应 的 特征 方程 的 根 为 


z 
=- E Fad £ 
41, 2m` 2 四 Ce i 


这 是 一 对 异 号 实 根 . 依 定理 2 知道 非 线性 微分 方程 组 (6.16) 的 
零 解 是 不 稳定 的 , 即 非 线性 微分 方程 组 (6.16) 的 解 x=r,y=0 是 
不 稳定 的 .上 述 结论 对 解 x = +(24+1)r,y=0(A 为 正 整数 ) 同 
样 正确 . 

如 果 摆 没有 阻力 , 即 阻力 系数 y = 0, 则 其 线性 微分 方程 组 
(6.17) 的 特征 方程 的 根 为 


AS 
是 一 对 纯 虚 根 , 依 定理 1 ,线性 微分 方程 组 (6.17) 的 解 是 稳定 的 . 
此 时 相应 的 非 线性 方程 组 (6.16) 的 零 解 的 稳定 性 态 无 法 决定 , 属 
于 临界 情形 .但 对 方程 组 (6.16)” ,其 线性 组 的 特征 根 仍 为 一 对 异 
号 实 根 , 故 当 没有 阻力 即 Ap=0 时 ,方程 组 (6.16) 的 解 =xw*,y=0 
仍 是 不 稳定 的 . 
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定理 2 说 明 非 线性 微分 方程 组 (6.13) 零 解 是 否 为 渐 近 稳定 的 
取决 于 其 相应 的 特征 方程 (6. 12) 的 全 部 的 根 是 否 具有 人 负 实 部 .但 
当 ?相当 大 时 ,(6.12) 的 根 是 不 容易 甚至 不 能 具体 地 用 公式 表达 
出 来 的 .不 过 ,我 们 并 不 要 求 找 出 特征 方程 的 全 部 根 , 而 只 要 求知 
道 所 有 各 根 的 实 部 是 否 均 为 负 . 下 面 介 绍 赫 尔 维 茨 (Hurwitz) 判 别 
代数 方程 的 根 的 实 部 是 否 均 为 负 的 法 则 . 

定理 3 设 给 定常 系数 的 n 次 代数 方程 

ayA" +ajA" "+aA" ++a,.iA+a,=0, (6.18) 


其 中 a。>0, 作 行列 式 


Cl ap 0 
Ul ay) 
A,=a,, A, = >» Aj=|az az ajl,", 
a3 a) 
as Us ay 
a; Ao 0 0 0 
ay a, a; as 0 
A A a =a,bA,-1> 
Ain -1 Aon-2 C2n-3 A2a-4 ds Cn 


其 中 a =0( 对 一 切 i>n). 


那么 ,方程 (6.18) 的 一 切 根 均 有 负 实 部 的 充分 必要 条 件 是 下 
列 不 等 式 同时 成 立 : 
art ASi Ale a Aai ai 


这 个 定理 的 详细 证 明 见 高 等 代数 的 课本 ,这 里 从 略 . 
例 2 考虑 一 阶 非 线性 微分 方程 组 


dx 

Ia A a 
d 
ay ty, 


dz x 
ri e A (y +z’), 
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这 里 线性 近似 方程 组 的 特征 方程 为 


-2—A 1 -1 
1 u at. 0 =0, 
1 1 e Saf. 


或 
à? +41 +51+3=10. 


H EIER ERA TIN 


4 1 
a =1,a,=4,4,= 3 5 =17,a,=3, 


根据 定理 3 ,特征 方程 所 有 根 均 有 负 实 部 ,由 定理 2 知 零 解 x = 
y=z=10 为 渐 近 稳定 的 . 
例 3 对 三 次 代数 方程 
A +(at+b+1)A + bla +c)aA + 2ab(c-1)=0, 
其 中 a >0,8>0,c>0, 考 虑 其 根 均 具 负 实 部 时 参数 c 的 变化 
范围 . 
解 ”计算 赫 尔 维 茨 行列 式 , 有 
ao=1, a,=a+b+1, 
A, =l(a+b+1)*bla+c)-2ablc-1), 
az=2ablc-1), 
由 定理 3 ,方程 的 根 均 具 负 实 部 的 充 要 条 件 是 c >1 及 A, >0, 即 
a<bt+1l,c>1 或 a>b+t1,1<c<cos 


_ala+b+3) 
A E 
APR 


3% 6.15 


AAA 


1. 对 下 列 方程 ,(a) 求 出 其 驻 定 解 ,并 画 出 方程 的 经 过 (0,zo) 的 积分 曲 
线 的 走向 (草图 ) ,从 而 判断 各 驻 定 解 的 稳定 性 ;(b) 作 变 量变 换 , 使 各 驻 定 解 
对 应 于 新 方程 的 零 解 : 
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(1) $T = Ar + Br’ ,A>0,B>0, -0< z< +0; 


(2) ÂZ = e(z-1)(x-3); 


(3) E=a(1-1M2-3). 


2. 直接 由 (6.5) 出 发 ,讨论 方程 (6.4) 的 解 mw (2) =0 和 y (2) = 各 的 稳 


定性 态 ( 即 稳定 新近 稳定 \ 不 稳定 ). 
3. 试 求 出 下 列 方程 组 的 所 有 驻 定 解 ,并 讨论 相应 的 驻 定 解 的 稳定 性 态 : 


至 =z(1-z-y)， 
(1) 


dy = hy (2-32 y); 


dr _ e q 2 
F ri 6y t4ry- 5r“, 


= <= — 2 。 
qe 6T 6y-Sxiy+4y”; 


4 
(4) - 


g Jr la (y -2ry+ Za). 
4. 研究 下 列 方程 零 解 的 稳定 性 : 


d x dx dz 
+525 +67 +x=0; 
(1) q Sa 63 x=0; 


d d 
(2) q =p yp 为 常数 ); 
E = -xz-ytz, 


(3) Y= r-2y+2z, 
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5. 某 自 激 振动 系统 以 数学 形式 表示 如 下 ( 范 德 波 尔 方程 ): 
dx 


d 
qa tea DG += 0(>0), 


试 讨论 系统 的 平衡 状态 ( 即 驻 定 解 ) 的 稳定 性 态 . 


$6.2 V 图 数 方法 


6.2.1 李 雅 普 诺 夫 定理 
前 面 讨 论 了 数学 摆 的 振动 , 当 摆 有 阻力 时 可 由 其 线性 近似 方 
程 组 决定 它 的 稳定 性 .但 当 摆 无 阻力 时 ,方程 组 (6.16) 变 成 


E=y -Ean T, (6.19) 


属于 临界 情形 ,不 能 按 线性 近似 决定 其 稳定 性 态 .为 判断 其 零 解 的 
稳定 性 态 .我 们 直接 对 方程 组 (6.19) 进 行 处 理 . 由 方程 可 得 


ydy= 一 sin SUE 


于 是 有 


Y + É(1-cos ESE 


这 里 c 为 任意 非 负 常数 
RRA eK 


Víz,y)=5 y +£(1- cos 工 展 
则 此 函数 有 性 质 : V(0,0) =0, 而 在 原点 邻近 对 任何 不 同时 为 零 的 
zyy(|zl<r) 有 
Vízx,y)>0. 


现在 洽 独 方程 (6.19) 的 解 x=z(t),y=y(Ctr) 对 函数 
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V(z,y) 取 导数 
dV(z(t),y(t)) 
dt 


= V, (a(t) y0) + ACCORGA 


l = E y(t )sin a(t) + y(t)( -$sin x(t) )=0, 


这 里 V,, V, 表 示 函 数 V 对 z,y 的 偏 导数 .由 to 到 : 积分 上 式 , 得 
到 
V(x(e), y(:))= Vízlto),y(to)). 


从 几何 图 形 看 ,在 Oxy 平 面 上 V(x,y)= Vízx(to), y(t0)) 
=c 是 一 条 曲线 ,其 解 x = zx(1),y= y(t) 在 这 条 曲线 上 .由 于 V 
的 性 质 ,c 足够 小 时 V(x,y)=c 是 围绕 原点 的 一 族 闭 曲 线 .因此 
在 没有 阻力 情况 下 的 数学 摆 方程 组 (6.19) 的 零 解 是 稳定 的 ,但 不 
是 渐 近 确定 的 . 

这 样 ,借助 构造 一 个 特殊 的 函数 Va, y), HA H R Z 


V(z,y) 及 其 通过 方程 组 的 全 导数 S :2 的 性 质 来 确定 方程 


组 解 的 稳定 性 ,这 就 是 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 的 思想 .具有 此 特殊 性 
质 的 函数 V(x ,y) 称 为 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 简 称 V 函数 . 

现在 讨论 如 何 应 用 V 隔 数 来 确定 非 线 性 微分 方程 组 解 的 
稳定 性 态 问题 .为 简单 起 见 ,我 们 只 考虑 非 线性 驻 定 微分 方程 
组 


dx 
de Fx). (6.20) 


假设 f(0)=0, 且 f(x) 在 某 域 G: ll x ll SAC 为 正常 数 ) 内 有 连 
续 的 偏 导数 ,因而 方程 组 (6.20) 的 由 初 值 条 件 x (to)= xo 所 确定 
的 解 在 域 G 内 存在 且 唯 一 .显然 x=0 是 其 特 解 . 
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定义 2 BÈ VAER || x| SH 内 定义 的 一 个 实 连续 
函数 ,V (0) =0. 如 果 在 此 域内 恒 有 V(x) 宇 0, 则 称 隆 数 V 为 常 
正 的 ;如 果 对 一 切 740 都 有 V(x)>0, 则 称 函 数 V 为 定 正 的 ;如 
果 函 数 一 V 是 定 正 (或 常 正 ) 的 , 则 称 V 为 定 负 ( 或 常 负 ) 的 . 

进一步 假设 函数 V(x) 关 于 所 有 变 元 的 偏 导 数 存 在 且 连 续 ， 
以 方程 (6.20) 的 解 代入 ,然后 对 t 求 导数 


dV aoaVdr: 3V 


de Lion de Ha 


这 样 求 得 的 导数 称 为 函数 V 通过 方程 (6.20) 的 全 导数 ， 
例 1 函数 
Víx,y)=(x+ y) 


是 第 正 的 ;而 函数 
V(z,y)=(z+y) + y! 


FEE LE 9 ; PX 
Vízx,y)=sin (z + y”) 


ER z+ 交 <r 上 定 正 ,在 全 平面 上 是 变 号 的 . 
二 次 型 函数 | 


Víx,y)=ax*+bxy+cey, 


X a>0 H 4ac- b’ >00 HEEE; mM a<0 H 4ac- b’ >O Ht 


是 定 负 的 . 
定理 4 如 果 对 微分 方程 组 (6.20) 可 以 找到 一 个 定 正 函 数 


V(z) ,其 通过 (6. 20) 的 全 导数 中 为 常 负 函 数 或 便 等 于 零 , 则 方 
程 组 (6.20) 的 零 解 是 稳定 的 . 
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如 果 有 定 正 函 数 V(x), 其 通过 (6.20) 的 全 导数 人 为 定 负 


的 , 则 方程 组 (6.20) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
如 果 存 在 函数 V(x) 和 某 非 负 常数 j ,而 通过 (6.20) 的 全 导 


M TURRA 


dV 
di 
且 当 y=0 时 ,W JEER% , m4 yy 关 0 时 W 为 常 正 函数 或 但 
等 于 零 ; 又 在 x =0 的 任意 小 邻 域内 都 至 少 存在 某 个 广 , 使 V(x) 
>0, 那 么 ,方程 组 (6.20) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 
证 明 不 妨 假设 定理 中 出 现 的 定 号 水 数 和 常 号 函数 均 在 域 上 x |< 
HA 中 有 定义 .下 面 分 三 部 分 来 证 明定 理 . 
稳定 性 REX s< 五 ,由 V(x) 的 连续 性 和 定 正 性 知 ,必定 存在 
I=inf V(x)>0, 对 e< || x | SH. 
又 由 V(0)=0 和 V(x) 连续 推 知 存在 充分 小 的 8<。, 使 对 x1 上 | 三 8 有 
VCx)< 7 . 
现在 证 明 ,对 这 样 的 6, 只 要 上 xo | <S, WE xo 为 初始 向 量 的 解 x(z) 
对 一 切 t 宇 to 满足 不 等 式 


=pyV+ W(x), 


lx) ll <e. (6.21) 


由 解 对 : 的 连续 性 ,不等式 (6.21) 至 少 对 某 个 区 间 1. ST R.A 
e<H, BERRA 


dV(x(z)) 二 
积分 之 ,得 


Væl) - Vs) = | UE 2dr<0 或 =0. 


因此 当 zt 三 :< 时 有 
V(x V(r ) < 1 (6.22) 
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这 证 明了 在 解 满足 不 等 式 (6.21) 的 任意 区 间 内 , 式 (6.22) 均 成 立 . 
如 果 式 (6.21) 不 是 对 一 切 t 宇 to 成 立 , 则 当 :t 从 io 逐渐 增 大 时 必 存 在 某 
一 值 :" ,使 to 二: <1"* 时 不 等 式 (6.21) 仍 成 立 , 但 在 :=t“ 有 上 x(t*) 上 = 
e, HF s< 五, 故 式 (6.22) 在 上 = 上 时 仍 成 立 , 即 
V(x(1° ))<L, 
但 由 1 的 定义 ,显然 
xt) 1 <e. 
这 与 原 假设 的 | x(t" ) ll = e 矛盾 .故此 1" 不 存在 ,这 就 是 说 , 解 z(t) 对 一 
切 :三 to 均 满足 不 等 式 (6.21), 即 方程 组 (6.20) 的 零 解 是 稳定 的 . 
渐 近 稳定 性 ”根据 刚才 的 证 明 , 当 9 定 负 时 ,显然 零 解 是 稳定 的 . 现在 
就 取 稳定 性 证 明 中 所 确定 的 6 作为 8, 即 取 5。 = 3, 因 而 当 | xo ll 入 so 时 
I x(t) <H 对 一 切 :之 to 成 立 .为 了 证 明 lim || x(z) | =0, 首 先 证 明 


lim V(x(1))=0. (6.23) 


da PO REMER, V(x(t)) 对 * 是 递 碱 的 , 故 存在 极限 


lim V(x(t))=c. 
MR c 关 0, 则 对 于 任何 >ti, 


V(x(t))>c. 
又 因 V (x) 连续、 定 正 ,V(0)=0, 故 存在 4>0 使 对 于 任何 tA 
| x(z) || >à. 
如 果 取 
dV(x) 


m= su 
je Ten dż 


AFO YEM, mw<0, 于 是 
VGC) vr | Fam t), 


Bp 
= 200 > 


V(x(1))<V(xo) + m(t- to). 
当 上 不 断 增 大 时 ,上 式 使 函数 V(x(i)) 变 为 负数 ,这 与 V(x) 的 定 正 性 矛盾 . 
因此 ,必须 c=0, 即 式 (6.23) 成 立 . 

现 进一步 证 明 由 式 (6. 23) 可 以 推出 
l lim lx) ll =0. (6.24) 
若 上 式 不 成 立 , 则 因 有 零 解 稳定 ， 解 a 

2,=-),k— oh}, 1,00, ($ 
lim l xC) ll = lx” 1170. 
FERRERA V(x) 的 定 正 性 ,有 
lim V(x(&))= V(x" )%0, 
这 与 式 (6. BF. 这 证 明 式 (6 24) 成 立 , 故 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

不 稳定 性 ”由 定理 条 件 ,不 管 6< HH 怎样 小 ,总 存在 xo 使 上 xo 上 <5 上 且 
V(xo)>0. 我 们 证 明 以 xo 为 初始 向 量 的 解 rr) GREER | x ll SH è 
外 . 若 不 然 , 则 有 

l x(z) | SHC 上 之 如 时 ). 


注意 到 9 的 表达 式 及 对 W 的 假设 , 当 p0 时 有 


-pV 之 0 R= =0, 


两 边 乘 以 e-“(- 得 
《Ver 20 或 三 0， 
于 是 得 
V(x(t))e "O V(x), 
Bp 
V(x(1))>V(xo)e 0) >V(x,)>0, 
只 要 取 1 足够 大 , 则 V(x(t)) 可 以 任意 大 . 
而 当 p=0 时 ,由 W 的 定 正 性 有 


V(x(2)) — V(xo)= | Mare, 


同样 得 到 
V(x(t))>V(x,)>0. 
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LIK V(x) 连 续 、 定 正 ,V(0)=0, 所 以 必 存 在 和 A>0, 使 对 任何 >t, A 
l x(t) | 之 人. 由 于 W(x) 是 定 正 函 数 , 于 是 存在 正 数 
m= inf W(x), 


ASil xi SH 


这 样 一 来 , 便 有 
E We | W(x(2))de>mle- i), 


同样 表明 ,只 要 取 t 足够 大 , 则 V(x(1)) 可 以 任意 大 .这 就 与 V(x) 于 域 
l x i SHE R, 从 而 有 界 的 结论 矛盾 . 因此 ,必定 存在 某 个 :> zi 使 
| xC") > 昌 , 故 零 解 是 不 稳定 的 .定理 证 毕 . 
几何 解释 在 §1.2.1 中 已 指出 ,由 未 知 函 数组 成 的 空间 称 
为 相 空 间 , 二 维 相 空间 又 称 相 平 面 ,微分 方程 的 解 在 相 空 间 中 的 轨 
迹 称 为 轨 线 , 轨 线 亦 可 定义 为 积分 曲线 在 相 空间 中 的 投影 .我 们 以 
平面 微分 方程 组 为 例 , 从 相 平面 上 轨 线 与 V 函数 的 关系 来 说 明 稳 
定性 定理 的 几何 意义 .作曲 线 族 
Víx)=c (c>0). (6.25) 
假定 Y(x) 为 定 正 函数 , 即 V(0) =0, 而 当 x 关 0 时 V(x)> 
0, 且 V(x) 是 连续 的 ,这 时 当 c 足够 小 时 ,曲线 族 (6.25) 是 闭 的 ， 
FAS c, < c: 时 闭 曲线 了 = ci 整个 闭 包含 在 闭 曲线 V = c, 之 内 ， 


如 图 (6.3a) 所 示 . 
A 


ny 
yy w 
A a” 


Q 
(a) =c 闭 曲线 族 (ci<c<cj) b 稳定 性 态 与 VV 函数 的 关系 


图 (6.3) 稳定 性 几何 解释 
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如 果 沿 着 轨 线 x(z) 有 5 <0, 这 意味 着 函数 〖(x(z)) 对 一 


切 之 如 是 上 的 不 增 函 数 . 因 此 ,任何 轨 线 x(z) 将 随 着 上 之 如 增加 
而 一 层 层 地 进入 闭 曲 线 族 (6.25) 或 者 沿 着 这 些 曲 线 ( 整 条 曲线 或 
某 一 段 ) 运 动 . 始终 不 会 由 (6.25) 的 任 一 闭 曲 线 的 内 部 走 到 其 外 
部 去 . 

这 样 一 来 ,对 任意 给 定 的 正 数 <H, ER | ll <e 内 作出 
最 大 闭 曲线 V(r) = c, 并 在 这 闭 曲 线 内 取 以 原点 为 中 心 的 最 大 
内 接 圆 ,其 半径 记 为 8$, 如 图 (6.3b). 则 由 域外 xl <8 内 任何 一 点 
xo 出 发 的 轨 线 始终 要 停留 在 V =c 之 内 ,自然 更 停留 在 域 
lx ll 委 e 的 内 部 , 即 la 之 ,所 以 零 解 是 稳定 的 . 


当 9 为 定 负 的 情形 , 则 只 允许 轨 线 * (+) 自 外 向 内 地 进入 曲 


线 族 (6.25) 而 渐 近 地 趋 于 原点 x =0, 不 允许 轨 线 在 (6.25) 中 任 一 
曲线 上 盘旋 ,此 时 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

不 稳定 的 情形 可 类 似 讨论 ,这 时 轨 线 将 自 内 而 外 地 离开 曲线 
族 (6.25) 而 走出 域 1 ll SH 29. 

例 2 考虑 平面 微分 方程 组 


de Ytar, P=zxtay, (6.26) 
这 里 其 线性 近似 方程 组 的 特征 根 为 4= + VT, 属于 临界 情形 . 
MBE E AV (e y) = (+), Um ala + 
y) ARRE E IS 
(1) 如 果 <0, 则 守 定 负 , 方 程 组 的 零 解 为 渐 近 稳定 ; 


(2) WR a>0, 则 守 - 定 正 ,方程 组 的 零 解 为 不 稳定 ; 


(3) 如 果 a=0, 则 守 二 0, 方 程 组 的 零 解 稳定 . 
”， ZO 


定理 4 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 基本 定理 ,对 含有 时 间 上 的 非 
驻 定 的 微分 方程 组 及 含有 时 间 t 的 V 函数 V(t,x) 也 有 相应 的 定 
E ,其 证 明 方法 仍然 一 样 .但 其 条 件 及 函数 V(z,x) 的 有 关 定 义 必 
须 作 一 些 改变 ,如 V(t,x) 定 正 的 含义 是 存在 定 正 函数 WO) 
V(t,x)>W(xr)' ~. 

李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 经 过 不 断 发 展 ,可 以 在 更 广泛 的 条 件 
下 得 到 关于 稳定 性 \ 渐 近 稳 定性 和 不 稳定 性 的 结论 .下 面 我 们 仅 举 
出 一 个 应 用 较 广 的 关于 渐 近 稳定 性 的 判断 . 

定理 $ 如 果 存 在 定 正 函数 V(x), 其 通过 方程 组 (6.20) 的 全 


导数 全 为 常 负 , 但 使 *Z =0 的 点 x EE 


E ANI IMD 
是 渐 近 稳定 的 . 
定理 5 的 证 明 与 定理 4 的 类 似 , 由 于 定理 条 件 ,对 轨 线 x(t) 


Az CCD O AT LA BER EA lim V(x(z)) = 
0, 即 有 lim Co) | = 0. 从 几何 意义 上 看 ,虽然 9Z(z) 常 负 , 但 因 
使 < =0 的 集中 除 零 解 + = 0 之 外 不 含有 整 条 正 半 轨 线 , 故 
轨 线 不 会 永远 停留 在 某 一 闭 曲 线 六 = c 上 , 它 必然 自 外 向 内 地 逐 
层 进入 曲线 族 (6.25) 而 趋 近 原点 ， 

例 3 现在 让 我 们 回 到 前 面 讨论 过 的 数学 摆 的 稳定 性 问题 


上 .在 $6.1 的 例 1 中 曾经 指出 ,其 一 般 的 微分 方程 (6.15) 可 化 为 - 
方程 组 


dE = y, 9 =- -Fsin z — Ly. (6.16) 
如 果 取 V 函数 为 


Vía, y) = 31 +£(100s z), 
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则 其 全 导数 为 


dVizxsy)__pa2 
dt m? ` 


当 无 阻力 时 ,p=0, 因 而 守 = 0, 根 据 定理 4, 方 程 组 (6.16) 的 
零 解 是 稳定 的 .这 正如 本 节 开头 所 讨论 的 . 
当 有 阻力 时 ,p>0, 因 而 全- 为 常 负 ,如 果 根据 定理 4 仅 能 得 到 


稳定 的 结论 .但 由 于 使 告 -=0 的 集 是 y=0, 而 在 原点 邻 域 中 y=0 直 


线 上 除 零 解 x=0,y=0 之 外 不 含有 方程 组 (6.16) 的 整 条 正 半 轨 线 ， 
故 可 应 用 定理 5, 而 得 到 (6.16) 的 零 解 为 浙 近 稳定 的 结论 .这 与 
$6.1 的 例 1 中 通过 线性 近似 详细 分 析 得 到 的 结论 是 一 样 的 . 


6.2.2 ZXW V 函数 的 构造 


应 用 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 判断 微分 方程 组 零 解 的 稳定 性 的 关 
键 是 找到 合适 的 V 函数 .如 何 构 造 满足 特定 性 质 的 V 函数 是 一 
个 有 趣 而 复杂 的 问题 . 这 里 考虑 常 系数 线性 微分 方程 组 构造 二 次 
型 V 函数 的 问题 ,并 利用 它 来 补充 证 明 按 线性 近似 决定 稳定 性 的 
定理 2. ` 

定理 6 如 果 一 阶 线性 微分 方程 组 


— = Ax (6.10) 


的 特征 根 4, 均 不 满足 关系 24, + 4; =0(i,j==1,2,…,n), 则 对 任何 
负 定 (或 正定 ) 的 对 称 和 矩阵 C , 均 有 唯一 的 二 次 型 


V(x)=x Bx (B'=B) (6.27) 
使 其 通过 方程 组 (6.10) 的 全 导数 有 
dV Or (=g, (6.28) 


dt 
且 对 称 和 矩阵 B 满足 关系 式 
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A'B+BA=C, (6.29) 
这 里 A ,B ,C ,x 分 别 表 A ,B,C,x 的 转 置 . 

如 果 方 程 组 (6.10) 的 特征 根 均 具 负 实 部 , 则 二 次 型 (6.27) 是 
正定 (或 负 定 ) 的 ;如 果 (6.10) 有 正 实 部 的 特征 根 , 则 二 次 型 (6.27) 
不 是 常 正 ( 或 常 负 ) 的 . 

证 明 我们 首先 证 明 对 称 和 矩阵 B,C 之 间 的 关系 式 (6.29). 由 (6.27) 和 和 
(6.10) 有 
dV _ dx" 


Tp dX _ 
F r ra rd 


与 式 (6.28) 相 比较 便 得 到 关系 式 (6.29). 
注意 到 对 称 矩 阵 B 只 有 方 n(n+1) 个 未 知 元 和 答 阵 ATB+ BA 及 C 的 


x'(A'B+BA)x, 


对 称 性 ,矩阵 方程 (6.29) 可 以 展开 成 了 mn + 1) 个 未 知 数 的 地 n(n +1) 个 方 


程 的 线性 代数 方程 组 . 

下 面 我 们 证 明 这 样 的 方程 组 的 解 是 存在 且 唯 一 的 , 即 满足 关系 式 (6.29) 
的 矩阵 中 可 以 唯一 确定 .于 是 ,如 果 C 是 实 和 矩阵 , 则 唯一 确定 的 矩阵 B 也 是 
实 的 . 
由 定理 条 件 , 显 然 4; 了 关 0(i=1,2,…,n). 根 据 线 性 代数 方程 组 理论 , 存 
在 这 样 的 非 奇 异 线性 变换 x= Uy ,将 矩阵 A 化 为 标准 形 


Al d 0 Aa 0 

da dí * 0 

U"'AU=A' = w 
À3 d, 

0 A 


这 里 d, =0 或 1. 

我 们 用 变换 矩阵 U 及 其 转 置 矩阵 矿 ' 分别 右 乘 及 左 乘 (6.29) 的 两 边 ,并 
利用 关系 式 (U“') U=(UU ')" =E, 就 得 到 

UA(U')U BU+U'BUU 'AU= UCU, 
记 C"=U CU,B* =U BU, WERT UAR 
(A*)B"* +B*A*=C". (6.30) 
由 于 标准 形 和 矩阵 4“ 的 特性 ,显然 展开 上 式 可 以 得 到 
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(à: +4;)b,, +djb1,¡-1=cy(G4=1,2,"",m), 
(à; t+ A)bs t dibi-1; tdbij-i= cs (4=2,"",m3=1,2""",m), 
这 里 记 d =b0=0,B bicz (i,j=1,2,…,n) 分 别 为 B,C 的 元 .依照 
定理 条 件 4A; + 4; 关 0, 我 们 可 以 逐个 求解 


. l * 。 
by; = Ay FaN - dibij-1) j =1,2, sn, 
. 1 » æ. * N) ca 
b TIO db ¡dj 1) 1422) m3j=1,2,*,m. 


解 出 了 和 矩阵 B" 后 便 可 以 确定 B=(U ')"B"U '. 由 于 变换 U 是 非 奇 
异 的 ,所 以 当 C=0 时 可 以 推 得 C”=0. 依 照 定理 条 件 4, + 4, 关 0, 根 据 前 面 
对 方程 组 (6.30) 的 逐步 求解 式 知道 B =0, 因 此 B=0. 这 说 明了 对 于 关系 
式 (6.29), 当 C=0 时 有 B=0. 利 用 这 一 性 质 容易 证 明 满 足 关系 式 (6.29) 的 
矩阵 B 是 唯一 的 .事实 上 ,假设 存在 两 个 矩阵 B 和 B, 同 时 满足 (6.29) , 则 令 
B= B, - B, , $H Hh (6.29)4} A'B + BA =0, E BHERC=0HXAX 
(6.29), FÆ B=0, 即 B, = B, ,所 以 满足 关系 式 (6.29) 的 矩阵 B 是 唯一 的 . 
这 就 证 明了 定理 的 前 半 部 分 . 

现在 进一步 证 明 当 4 的 特征 值 均 具 负 实 部 时 ,二 次 型 (6.27) 是 定 正 的 . 
如 果 此 结论 不 成 立 , 则 在 原点 邻 域 有 40 使 V(x) 三 0. 考虑 以 此 x HA 
始 向 量 的 方程 组 (6.10) 的 解 x(z), 由 于 二 次 型 (6.27) 是 定 负 的 , 沿 着 此 解 有 


dV(x(1))_ 


二 x' (t)Cx(t)<0, 


由 此 推 得 
Vix())< V(x(2))) < V(xro)<0, t>£,>to. 
另 一 方面 ,由 于 矩阵 4 的 特征 值 均 具 负 实 部 ,根据 第 五 章 的 定理 11, 当 1 无 
限 增 大 时 解 x(z) 应 趋 于 0, 因 而 
lim V(x(2))=0, 

这 与 上 面 不 等 式 相 矛盾 .这 就 证 明了 二 次 型 (6.27) 必 须 是 定 正 的 . 

同样 , 当 4 有 正 实 部 的 特征 值 时 ,二 次 型 (6.27) 必 须 不 是 常 正 的 .假设 
《6.27) 为 常 正 ,我 们 证 明 它 将 导致 矛盾 的 结论 .如果 有 40,1 V(x,)=0, 


MAF 定 负 ,以 x。 为 初始 向 量 的 (6.10) 的 解 x() 将 使 4Y(Cx(e)) <o, 


而 VCx(t))<0( 当 上 >to), 这 与 V(xr) 为 常 正 的 假设 矛盾 , 故 实际 上 V(x) 
| * 273 - 


必须 为 定 正 函数 . 但 原来 已 知 宁 为 定 负 , 故 由 定理 4, 可 以 确定 方程 组 


(6.10) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,这 又 与 A 有 正 实 部 的 特征 值 ,因而 线性 方程 组 
(6.10) 的 零 解 将 为 不 稳定 的 结论 相 矛 盾 . 这 就 证 明了 二 次 型 (6.27) 不 是 常 正 
的 .定理 6 证 毕 . 

例 4 考虑 二 阶 线性 微分 方程 


di d 
q +33+2x=0, 


经 过 变换 学 =y, 化 为 平面 线性 微分 方程 组 


其 特征 根 为 4, = 一 1,4, = 一 2. 满 足 条 件 1, + 4, 关 0,4, A0. 
依据 定理 6, 对 定 负 对 称 逢 阵 C= | 
式 (6.29) 确 定 出 二 次 型 


Va = [yy JE). 


0 
O] ,可 以 通过 关系 


b, 
事实 上 ,将 矩阵 C HER B- p 


3 


b, 
| 代入 关系 式 (6.29)， 
展开 得 三 元 线性 代数 方程 组 


-4b,=-4, 
b, -2b, - 3b, =0, 
= 6b, + 2b, 8 = 


解 此 方程 组 得 到 
本 _ 
bi=1, 0= +5 bi 一 4， 


这 样 我 们 就 求 得 了 二 次 型 V 函数 
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V(r, y)= 5 (81? +4xy+ y). 

容易 验证 ,此 二 次 型 是 定 正 的 , 且 其 通过 线性 方程 组 的 全 导数 有 

dV(z,y)_ | 2 "J -4 0 2 

We- atle yl, eh 
这 与 定理 6 的 结论 相符 . 

定理 2 的 证 明 有 了 定理 6, 我 们 便 可 以 证 明 $6.1 中 的 定理 
2. 事 实 上 ,如 果 方 程 组 (6.13) 的 线性 近似 方程 组 (6.10) 的 特征 根 
4; 满 足 4; + 天 0, 则 可 取 和 矩阵 C 为 任 一 定 负 对 称 矩 阵 ,例如 可 取 
为 负 单 位 矩阵 一 ,根据 定理 6, 存在 二 次 型 


V(x)= x* Bx (B*=B) (6.31) 
其 通过 线性 微分 方程 组 (6.10) 的 全 导数 为 
ae x (A'B + BA)x=x'(-E)x=-x'x. 
于 是 二 次 型 (6.31) 通 过 非 线性 微分 方程 组 (6.13) 的 全 导数 有 
dV 


dV- (xTA"+R"(x))Bx+ x"B(Ax + R(x)) 


=-=x"x+2x"BR(x). (6.32) 
利用 关于 R(x) 的 条 件 (6.14), 只 要 取 原 点 x =0 的 足够 小 的 邻 域 
便 可 使 在 此 域内 有 


x'BR(x) | < 


这 时 由 (6.32) 便 有 


即 二 次 型 (6.31) 通 过 (6.13) 的 全 导数 是 定 负 的 . 
因此 , 当 (6.13) 的 线性 近似 方程 组 (6.10) 的 特征 根 均 具 负 实 
部 时 ,显然 有 4; + ;天 0, 由 定理 6 知 二 次 型 (6.31) 是 定 正 的 .又 因 


于- 定 负 , 故 根据 定理 4, 非 线性 微分 方程 组 (6.13) 的 零 解 x=0 是 
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渐 近 稳定 的 . 
当 (6.13) 的 线性 近似 方程 组 有 正 实 部 特征 根 时 ,我们 考虑 线 
性 方程 组 | 


= (4 -Ex, (6.10)” 
E u BREKK DAJEM A-LE 的 特征 值 


$F 2-5 ii 4 为 A 的 特征 值 . 因 此 ,只 要 jy 取得 适当 小 ,使 方 


程 组 (6.10) 仍 有 正 实 部 的 特征 根 , 且 使 任 两 个 特征 根 之 和 均 不 
为 零 . 于 是 由 定理 6 知 对 任意 的 定 正 对 称 和 矩阵, 如 五 ,存在 不 是 常 
负 的 对 称 矩 阵 B 满足 关系 式 (6.29) ,在 此 即 有 


T 
[a-5E) B+B|A-$E)=E, 


或 A'B+BA=uB+E. 
这 样 一 来 ,二 次 型 (6.31) 通 过 非 线性 方程 组 (6.13) 的 全 导数 有 


E (x AT + R'(x))Bx+x"B(Ax+ R(x)) 


=uV+x'x+2x BR(x). 
在 原点 的 足够 小 邻 域内 , R(x) 可 取得 使 
W(x)=x' x+2x' BR(x) 
仍 为 定 正 的 .而 由 于 二 次 型 (6.31) 不 是 常 负 的 , 即 在 原点 x=0 的 
任意 小 邻 域内 均 有 x 401 VCxo)>0. 因 此 ,满足 定理 4 中 关于 
不 稳定 的 条 件 , 故 方程 组 (6.13) 的 零 解 x =0 是 不 稳定 的 .至 此 定 
理 2 证 毕 . 

李 雅 普 诺 夫 创 立 了 研究 稳定 性 的 一 整套 理论 和 方法 ,包括 直 
接 判 别 的 第 一 方法 和 应 用 V 函数 判别 的 第 二 方法 ,这 里 只 对 V 
函数 方法 作 了 初步 介绍 . 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 主要 研究 线性 近 
似 方程 的 特征 值 具 零 实 部 时 的 临界 情形 ,包括 一 个 或 多 个 零 根 或 
纯 虚 根 情形 ,此 时 必须 通过 高 次 项 才能 确定 其 稳定 性 态 . 
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李 雅 普 诺 夫 原来 只 考虑 原点 邻 域 的 稳定 性 态 ,20 世纪 中 随 着 
控制 理论 的 发 展 ,需要 考虑 大 范围 (全 局 ) 稳 定性 问题 .前 苏联 数学 
家 引入 无 限 大 V 函数 的 概念 将 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 推广 到 全 
空间 .20 世纪 八 九 十 年 代 , 随 着 时 滞 、 泛 函 、 脉 冲 及 时 标 等 新 的 微 
分 方程 类 型 的 提出 , 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 理论 和 方法 也 进一步 发 展 
用 于 解决 相应 类 型 微分 方程 的 稳定 性 问题 “" . 


1 习题 6.2 


习题 6.2 


le 


1. 试 判 别 下 列 函 数 的 定 号 性 : 

(1) V(xz,y)= zx"; 

(2) Víx,y)=x3*-2xy*; 

(3) Víx,y)= 1? 一 2zy +y + a; 

(4) Víx,y)=x +2xy+ y + ay; 

(5) Vízx,y)= zcos x + ysin y. 

2. 试用 形 如 V(x,y)= azr + by IEA RAE MUA 
解 的 稳定 性 : 


d .d 
(1) = -zy, cas 
(2) = tay, Y= -27 yy; 
dr 3 dy_ | 2 . 
二 x+t2y de 2xy"; 
d 3 3 dy 


1 

(4) = A A a try FI: 
3. 研究 下 列 方程 组 零 解 的 稳定 性 : 
a) E=-2 yaya +y), 
dy _ 2 2 
de "y tito +y“); 
(WE h Deo eN 

dr dy_xs. 
(3) de TY ， de > To; 


. 277 > 


d 
(4) $ = ar ~ ay š q7=2x yla 为 参数 ) ; 
y 


(5) Ear y, dy =27* yla 为 参数 ). 


t 
4. 给 定 微分 方程 组 


E eh 


其 中 f(x,y) 有 连续 一 阶 偏 导 数 . 试 证 明 在 原点 邻 域 内 如 f>>0 MERA 
近 稳 定 的 ,而 f<0 则 零 解 不 稳定 . 
5. HEAR 
FASO, 


其 中 f(0)=0,M% 20H 2f(x)>0(- R<x<k). 试 将 其 化 为 平面 方程 
组 ,并 用 形 如 


Vízx, y) = 77 + | f(s)ds 


的 李 雅 普 诺 夫 函 数 讨 论 方程 组 零 解 的 稳定 性 . 
6. 方程 组 


能 否 由 线性 近似 方程 决定 其 稳定 性 问题 ? 试 寻 求 李 雅 普 诺 夫 函数 以 解决 这 
方程 组 的 零 解 的 稳定 性 问题 ,同时 变动 高 次 项 使 新 方程 的 零 解 为 不 稳定 的 . 
7. 试 将 下 列 线性 方程 化 成 线性 方程 组 ,然后 对 方程 组 求 二 次 型 V 函数 


V(z) = x Br ,使 其 通过 方程 组 的 全 导数 9 = - xrx, 并 判断 函数 V(x) 的 
ESH: 


dy ¿dy a 
(1) ri ras =(); 


(2) HY+5dy+6d+ y=0 
de “de dt a 


8. 给 定 线性 方程 组 


试 求 出 二 次 型 V 函数 Y(r)=x*'Bxr, 使 其 通过 上 述 方程 组 的 全 导数 
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dV 
——=x!:+27r7r,+4xi, 


dż 
并 判断 函数 V(x) 的 定 号 性 . 


$6.3 % A 
下 面 我 们 转 入 介绍 平面 定性 理论 .在 $1.2.1 中 已 介绍 了 相 
平面 和 奇 点 ,在 这 里 将 详细 讨论 奇 点 的 有 关 性 质 .考虑 二 维 (平面 ) 
一 阶 驻 定 微分 方程 组 


(6.33) 


假设 X,Y 对 z,y 有 连续 偏 导数 且 X-” + Y’ 不 恒 为 零 . 可 将 方程 组 
(6.33) 改 写 为 


dy_ Yíx,y) 

Lx) “20 ii 
或 

dr _ X(x,y) Y 

dy Y TY ( (1,1370). Oaa) 


PRÓX, Y 同样 有 连续 偏 导数 ,因而 满足 解 的 存在 唯一 


性 定理 的 条 件 .方程 (6.34) 或 (6.35) 在 Oxy 平面 的 积分 曲线 可 看 
成 是 方程 组 (6.33) 在 Ory 相 平 面 上 的 轨 线 .因此 在 相 平 面 上 , 方 
程 组 (6.33) 的 轨 线 不 能 相交 . 

同时 满足 X(zx,y)=0,Y(x,y)=0 WAC, y ) 是 微分 方 
程 组 (6.33) 的 奇 点 ,+ =x ,y= y 是 方程 组 的 解 .可 从 通过 坐标 
平移 将 奇 点 移 到 原点 (0,0) ,此 时 ,X(0,0)=Y(0,0)=0. 

下 面 我 们 考虑 驻 定 微分 方程 组 是 线性 的 情形 下 其 轨 线 在 相 平 
面 上 的 性 态 ,并 根据 奇 点 邻 域 内 轨 线 分 布 的 不 同性 态 来 区 分 奇 点 
的 不 同类 型 .这 时 方程 的 形式 为 
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(6.36) 


显然 ,坐标 原点 x =0,y=0 是 奇 点 .如 果 方 程 组 的 系数 满足 
条 件 


0, (6.37) 
c d 


则 此 奇 点 还 是 唯一 的 .下 面 的 讨论 将 首先 假定 条 件 (6.37) 成 立 . 
根据 线性 代数 理论 可 以 通过 非 奇异 的 实 线性 变换 
ESkuztkpy» 
eh 
把 线性 方程 组 (6.36) 化 成 标准 形式 ,其 系数 矩阵 为 下 列 四 种 形式 


A 


其 中 4 ,4,a,B 为 实数 .这 些 标 准 形式 是 根据 方程 组 (6. 36) 的 特 
征 方程 


(6.38) 


a=A b 
=0, 
C d=A 
即 
A*~(atd)A+ad-bc=0 (6.39) 
的 根 ( 称 为 特征 根 ) 的 性 质 来 确定 的 . 


事实 上 ,不 难 直接 验证 : 当 特 征 根 1, ,4, 是 相 异 实 根 时 , 则 可 按 5 关 0 或 c 
A0 的 不 同情 况 ,分别 采 用 线性 变换 
E=(d-A x= by, n=(d-2A,)x- by 
或 
E=-cx+l(a-A1)y, y=-cr+(a-42)y 
Ay 


把 方程 组 (6.36) 化 为 标准 形式 ,其 系数 短 阵 为 | 


0 
> le b=c=0 的 情况 
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下 ,方程 组 (6.36) 本 身 已 是 标准 形式 了 ); 如 果 特 征 根 是 重 根 情形 , 即 A A, 
= 4,, 则 当 5b 关 0 或 A0 时 ,分 别 采用 线性 变换 

=r, =(A- d)x+ by 
或 


E=y» y=cx+(4-a)y 


Ae | 
即 可 将 方程 组 (6.36) 化 为 标准 形式 ,其 系数 矩阵 为 | ? | ,而 当 


A 0 
时 ,原来 方程 已 是 标准 形式 , 且 其 系数 矩阵 为 | ， ，| 形 状 ;最 后 ,特征 根 是 


复 根 的 情形 ,注意 到 系数 a,b,c,d 均 是 实数 ,特征 根 A,A: DAMA, 
即 A =A ,这 时 若 令 M = at+ip, 则 线性 变换 

E=-cx+(a—-a)y, y = By 
或 

E=(d-a)zx- dy, y = Br 


均 能 将 方程 组 (6.36) 化 成 标准 形式 , 且 其 系数 矩阵 为 | _“ 


由 于 线性 变换 (6.38) 不 改变 奇 点 的 位 置 ,也 不 会 引起 相 平 面 
上 轨 线 性 态 的 改变 ,从 而 奇 点 的 类 型 也 保持 不 变 .因此 ,为 了 简单 
起 见 ,下 面 仅 就 标准 形式 的 线性 方程 组 讨论 奇 点 的 类 型 ,至 于 一 般 
方程 组 (6.36) 在 奇 点 邻 域内 轨 线 分 布 的 图 摇 也 同时 附 于 相应 的 图 
中 ,以 供 比较 . 现 按 特征 根 为 相 异 实 根 、 重 根 或 共 e 复 根 ,分 五 种 情 


形 进行 讨论 . 
WEI 同 号 相 异 实 根 ”这 时 方程 的 标准 形式 为 
dé _ 
] = 27, (6.40) 
其 解 为 
E(1)=Ae""", y(t)=Be”"', (6.41) 


其 中 À ,4, 为 实 特征 根 ,而 A ,B 是 任意 实 常数 . 
首先 假定 4 ,4, 同 为 负 实 数 .此 时 易 见 , 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
当 B=0 时 ,& 轴 的 左 半 轴 及 右 半 轴 本 身 为 轨 线 ;而 当 A=0 时 » 
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轴 的 上 半 轴 及 下 半 轴 亦 为 轨 线 . 若 4 BRO, HD 4 >AM A < 
+4, 两 种 情况 . 
WR >， ,由 解 (6.41) ,在 轨 线 上 t 时 刻 的 切线 斜率 k 有 


$= Bea t— +o), 


Elt 
故 轨 线 切 上 轴 于 原点 , 相 平面 上 轨 线 的 形状 如 图 (6.4a) 所 示 ， 
7 y 
E Xx 
(a) 0>4,>4, (b) A, <2,<0 (c) 
图 (6.4) 结 点 
如 果 A <à MBE 
1 _€(1)_A 4,74, t Ys ¿> oo 
Je 2? 0( 当 :>+0), 
这 表明 轨 线 切 7 轴 于 原点 ,如 图 (6.4b) 所 示 . 
从 图 (6.4c) 中 可 以 看 到 ,所 有 轨 线 趋 于 奇 点 , 且 除 个 别 轨 线 


外 ,它们 在 奇 点 处 有 公 切 线 , 其 邻 域内 轨 线 具有 这 样 性 态 的 奇 点 称 
HAA. 

如 上 所 述 ,4, ,4, 同 为 负 实 数 时 ,方程 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 ， 
我 们 称 对 应 的 奇 点 为 稳定 结 点 . 

当 4 和 4, 同 为 正 实数 时 ,上 述 讨论 仍然 有 效 , 只 需 将 :一 + oo 
改 为 ;+ 一 -~ co, 即 图 (6.4) 中 轨 线 的 走向 均 须 改 为 相反 的 方向 ,这 时 
方程 的 零 解 为 不 稳定 的 ,而 对 应 的 奇 点 称 为 不 稳定 结 点 . 

WEI FSXR 这 时 方程 的 标准 形式 及 其 解 的 表达 式 仍 
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为 (6.40) 和 (6.41) ,不 过 其 中 ;和 ;的 符号 相 异 . 

解 (6.41) 中 当 B=0 或 4A=0 时 其 轨 线 分 别 为 上 轴 的 左 \ 右 
半 轴 或 了 7 轴 的 上 .下 半 轴 , 且 其 中 一 轴 趋 于 原点 , 另 一 轴 远 离 
原点 . 

当 A'B 关 0 时 ,如 4,<0<4,, 则 由 式 (6.41) 可 知 , 当 : 一 + 
BS ,E(1)>0, 9(1)>+ %%, 轨 线 图 貌 如 图 (6.5a) 所 示 . 如 4,<<0< 
AL WA El1)>+ 0%, 9(1)>0(0%G ¿=>+ %), 轨 线形 状 如 图 
(6.5b). - 

由 图 (6.5c) 见 到 ,在 奇 点 邻 域内 ,方程 的 轨 线 图 貌 如 鞍 形 ,这 
样 的 奇 点 称 为 鞍点 .显然 ,鞍点 只 能 是 不 稳定 的 . 


4 < 
NP NP 


(a) 1,<0<A, (b) 2,>0>2, 


图 (6.5) 鞍点 


情形 下 ER 这 时 可 分 两 种 情况 讨论 : 
(1) 0 天 0 或 40. 如 前 面 所 指出 的 ,这 时 方程 可 化 为 如 下 标 


de _ da _ 
=A y, T= àr, (6.42) 
其 解 为 
E(1)=(At+ B)e", 71(t)= Ae”, (6.43) 


其 中 4 为 实 特征 根 , 而 A ,B 为 任意 实 常数 . 
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当 A<0 时 ,显然 有 E(2)>0, y(1)>0(3 t> + 0), Am 
程 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 .又 由 (6.43) 知 , 当 A =0 时 ,& 轴 左 、 右 半 
轴 本 身 也 是 轨 线 ,而 当 A 天 0 时 ,由 于 


(1) E 一 一 dé 7 一 > oo 
ROY +B 00% t Ja 
且 当 1=- ZBE) = 0, 可 知 轨 线 越 过 y 轴 而 切 & 轴 于 原点 ,如 
图 (6.6a) 所 示 . 所 有 轨 线 毫 无 例外 地 沿 同一 个 方向 (& 轴 ) 趋 于 奇 
点 ,其 附近 轨 线 具有 这 种 性 态 的 奇 点 称 为 退化 结 点 .在 些 情 形 , 奇 
点 是 稳定 的 ,因此 更 称 为 稳定 退化 结 点 . 


BÉ 4 >0, 这 时 只 要 将 一 + co 改 为 ti 一 - oo, 则 前 面 讨论 仍 
然 有 效 . 轨 线性 态 如 图 (6.6b) 所 示 , 奇 点 是 不 稳定 退化 结 点 . 


7 7 y 
O 
O 3 O Ê X 
(a) 4<0 (b) 4>0 (c) 
图 (6.6) 退化 结 点 


(2) b=c=0, 这 时 方程 组 (6.36) 取 形式 


SL = Ar 2? = ày, A=a=d, 
其 解 为 
a(t)=Ae", y(t)= Be”, 
于 是 
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此 时 , 轨 线 是 趋向 (或 远离 ) 奇 点 的 半 射线 ,如 图 (6.7) 所 示 . 轨 线 均 
沿 确定 的 方向 趋 于 (或 远离 ) 奇 点 , 且 不 同 轨 线 其 切 向 也 异 ,这样 的 
奇 点 称 为 奇 结 点 , 且 A<0 时 为 稳定 的 ,而 ) >0 时 为 不 稳定 的 . 


y y 


4<0 4>0 


图 (6.7) JAA 


MEN 非 零 实 部 复 根 ”这 时 方程 的 标准 形式 为 


E= a + Bn, 1= - Betar, (6.44) 


这 里 c ,8 分 别 为 特征 根 的 实 部 和 虚 部 .引入 极 坐 标 , 即 令 E 
rcos 0,7= rsin 0 ,再 注意 到 
dé dy _ dr ¿y de 2d 


Sa ta da “a Ta ar 
则 由 (6.44) 可 以 得 到 


由 此 得 到 方程 (6.44) 的 解 的 极 坐 标 形式 
r=Ae",0=-Ppr+B, (6.45) 
其 中 A >0 和 B 为 任意 常数 . 
从 (6.45) 直 接 看 出 , 轨 线 为 一 族 对 数 螺 旋 线 , 依 顺 ( 道 ) 时 针 方 
向 盘旋 地 趋 近 或 远离 原点 ,如 图 (6.8) 所 示 . 此 时 , 奇 点 称 为 焦点 ， 
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H a<0 时 为 稳定 的 ,而 a>>0 时 为 不 稳定 的 . 


H D e 


(a)a<0,ß>0 (b)a>0,8>0 
图 (6.8) 焦点 


情形 VY AER ”这 相当 于 情形 信 中 a =0 的 情形 . 易 见 这 
时 轨 线 为 以 原点 为 中 心 的 一 族 圆 ,如 图 (6.9) 所 示 . 此 时 , 奇 点 称 为 
中 心 .显然 ,在 这 种 情形 下 等 解 为 稳定 但 非 渐 近 稳定 的 . 


(a)a=0,8<0 (b) 


图 (6.9) PÒ 


综 上 讨论 ,可 得 下 面 定理 : 

定理 7 如 果 平 面 线性 驻 定 方程 组 (6.36) 的 系数 满足 条 件 
(6.37), 则 方程 的 零 解 ( 奇 点 ) 将 依 特征 方程 (6.39) 的 根 的 性 质 而 
分 别 具 有 如 下 的 不 同 特 性 : 
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(1) 如 果 特 征 方程 的 根 ,和 天 ;为 实 根 , 则 X414,>>0 时 奇 点 为 
结 点 , 且 当 41 <0 时 结 点 是 稳定 的 ,而 对 应 的 零 解 为 渐 近 稳定 的 ， 
但 当 a >0 时 奇 点 和 对 应 的 零 解 均 是 不 稳定 的 ; 当 4,4,<0 时 奇 
点 为 鞍点 , 零 解 为 不 稳定 的 . 

(2) 如 果 特 征 方程 具有 重 根 4 , 则 奇 点 通常 为 退化 结 点 ,但 在 
b=c=0 的 情形 奇 点 为 奇 结 点 .又 当 A<0 时 ,这 两 类 结 点 均 为 稳 
定 的 ,而 零 解 为 渐 近 稳定 的 ,但 当 4 >>0 时 奇 点 和 对 应 的 零 解 均 为 
不 稳定 的 . 

(3) MRFHE RRA HEAR, BN A, = 4,, 则 当 Re AŻ 
0 时 奇 点 为 焦点 , 且 当 Re 41<0 时 焦点 是 稳定 的 ,对 应 的 零 解 为 
渐 近 稳定 的 ,而 当 Re A, >0 时 奇 点 和 对 应 的 零 解 均 为 不 稳定 的 ; 
Y Re 2, =0 时 奇 点 为 中 心 , 零 解 为 稳定 但 非 渐 近 稳定 的 . 

上 述 奇 点 的 类 型 和 特征 方程 的 根 之 间 的 关系 还 可 以 用 图 来 表 
出 .例如 ,引入 符号 

让 
而 将 特征 方程 (6.39) 写 成 
A*++g=0, 
则 可 以 利用 方程 的 根 41 ,4, 与 系数 p,g 之 间 的 关系 ,通过 4 ,1， 
为 媒介 ,在 以 p,g 为 直角 坐标 的 平面 (p,qg) 上 明确 地 划分 出 各 种 
类 型 奇 点 的 分 布 区 域 ,如 图 (6. 10) 所 示 ( 图 中 抛物 线 的 方程 为 


p’ -4q=0). 
例 1 考虑 二 阶 线性 微分 方程 
dx dx 加 
ri q; 12750, 


BAERT- y 可 将 它 化 为 下 列 方程 组 


”2 


9 
不 稳定 的 退化 结 点 或 奇 结 点 稳定 的 退化 结 点 或 奇 结 反 
p =4q 


SA sp | == m 
a a 
SIR ARS LIS 
909o909090909090hooooooo9090909C 
(6.10) 

iz. 

dr — 

z 三 一 2 一 3y 

由 直接 计算 可 得 其 特征 方程 的 根 为 A = -1,4, = - 2, 是 一 对 相 


异 负 实 根 ,根据 定理 7 可 知 奇 点 是 一 个 稳定 结 点 .又 41 > 4, ,根据 
前 面 的 讨论 知道 ,在 Ogn 平面 
上 于 奇 点 附近 轨 线 分 布 如 图 
(6.4a) 所 示 . 为 画 出 轨 线 在 Ory 
相 平 面 上 的 图 貌 ,必须 根据 线性 
变换 (6.38) 具 体 求 出 & 轴 入 
轴 在 Ory 相 平 面 上 所 对 应 的 直 
线 方程 .在 此 ,由 前 面 的 讨论 ,我 
们 容易 将 它们 写 出 如 下 

x+y=0M2x+ y=0. 

由 此 不 难 画 出 轨 线 的 图 貌 
如 图 (6.11). 图 (6.11) 
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在 上 面 的 讨论 中 假设 条 件 (6.37) 成 立 , 即 特征 方程 (6.39) 没 有 零 根 的 情 
形 .现在 我 们 来 讨论 特征 方程 有 零 根 的 情形 .这 时 ,特征 方程 (6.39) 为 
14?—(a+d)a=0, 
特征 根 为 11=0 和 A,=atd. 
由 于 ad - bc =0, 如 果 a 天 0 或 5 天 0, 则 方程 组 (6.36) 可 以 写成 


FE Z az + by, 
(6.36) 


Y= = k(ax + by), 


这 里 《= RINER. 

此 时 直线 ez + by = 0 上 任何 点 均 为 方程 组 的 奇 点 ,这 样 的 直线 称 为 
FR. 

m (6.36) "得 到 


dy _ 
dx =k, 


这 表明 在 相 平面 上 方程 (6.36) 的 轨 线 是 一 族 平行 直线 
y=Ar+A， (6.46) 
其 中 A 为 任意 常数 . 
现在 讨论 轨 线 的 走向 .由 (6.36)` ,我 们 有 


qy(ar+ oy) =a E +p O = (a + bk)(ax + by)=A,(ar + by), 


dt 
由 此 得 到 
ax + by = Be!2', 
这 里 B 为 任意 常数 . 

由 此 看 到 , 当 ;<0 时 轨 线 随 着 :一 + oo 而 趋 于 奇 线 上 的 某 一 点 ,如 图 
《6.12a) 所 示 ; 而 当 1; >0 时 轨 线 的 走向 刚好 跟 上 一 情形 取 相 反 的 方向 ,如 图 
(6.12b) 所 示 . 

WR 4,=0 即 a+d=a+kb=0, 这 时 4=0 是 特征 方程 的 重 根 .而 奇 线 
ax + by=b(y kr)=0 同 轨 线 (6.46) 是 平行 的 .将 (6.46) 代 和 人 (6.36)" , 然 
后 积分 就 得 到 

x=bAt+C, 
y= bkAt + D=dAt+D, 
* 289 + 


(a) a+d<0 (b)a+d>0 (c)b<0, d<0 


cxtdy=0 cx+dy=0 


(d) a=b=0, d<0 (e) a=b=0, d>0 
图 (6.12) ŞA 


这 里 C,D 是 积分 常数 . 
由 上 式 可 以 看 出 , 轨 线 的 走向 将 依赖 于 bd 和 A 的 符号 ,例如 当 b<0 
和 4d<0, 从 而 有 >0 时 , 轨 线 分 布 如 图 (6.12c) 所 示 . 奇 线 cr + by=0 把 相 平 
面 划 分 为 两 个 区 域 ,位 于 不 同 区 域 的 轨 线 走向 刚好 相反 . 
WR o=b=01B À +d AO MARE cz + dy =0, 轨 线 是 x E, 
E 为 任意 常数 , 即 轨 线 平行 于 y 轴 ,如 图 (6.12d,e). 
当 a=p=c=d=0 时 显然 奇 点 充满 全 平面 . 
上 述 讨论 结果 可 概括 为 如 下 定理 . 
定理 7” 对 于 一 阶 线性 方程 组 (6.36) ,如 果 其 系数 不 全 为 零 , 则 当 特 征 
方程 (6.39) 具 有 零 根 时 ,其 在 相 平面 上 的 轨 线 是 一 族 平行 直线 .并 且 存 在 一 
条 由 奇 点 组 成 的 直线 一 一 奇 线 , 奇 线 通 过 原点 而 把 相 平 面 划分 成 为 轨 线 不 同 
走向 的 两 个 区 域 . 当 零 根 是 单 根 时 轨 线 随 1:-> + co 而 趋 近 或 远离 奇 线 取决 于 
a+d<0 或 a+d>>0; 当 零 根 为 重 根 时 , 轨 线 平行 于 奇 线 .如 果 线 性 方程 组 
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(6.36) 的 系数 全 为 零 , 则 奇 点 充满 全 平面 . 

这 一 节 我 们 详细 讨论 了 平面 线性 驻 定 方程 组 (6.36) 的 轨 线 在 
相 平 面 上 的 图 貌 .值得 注意 的 是 , 轨 线 定义 在 整个 相 平 面 上 ,而 积 
分 曲线 


a=att),y= y(t) 


在 整个 平面 上 有 定义 ,不 管 1 取 正 的 或 负 的 任何 值 , 解 均 有 意义 . 
这 跟 $6.1 在 稳定 性 定义 中 仅 考 虑 t 三 to 的 情况 有 所 不 同 . 

解 对 上 可 以 在 正 或 负 方 向 上 无 限 延伸 的 这 种 特性 是 下 一 节 中 
讨论 周期 解 和 极限 环 问题 的 前 提 . 

对 高 维 线性 孤立 奇 点 实际 上 可 按 其 特征 根 实 部 为 负 . 正 及 零 
分 为 三 种 类 型 ,分 属 三 个 空间 EF”,E",E*. 如 特征 根 实 部 为 负 、 正 
RENMIBIDA ko sk ,ko, 则 微分 方程 的 解 在 n= 有 +k, + 
ko 维 相 空间 的 育 点 邻 域 存在 由 轨 线 组 成 的 上 . ,k， ,ko 维稳 定 、 不 
稳定 、 中 心 三 种 流 形 W”,W" ,Wr" .在 稳定 .不 稳定 流 形 上 的 轨 线 
将 正 向 、 负 向 趋 于 奇 点 .如 图 (6.13), 图 (6.14) 所 示 . 其 线性 部 分 不 
含 零 实 部 特征 根 的 奇 点 称 为 双 曲 奇 点 . 

从 稳定 性 理论 中 我 们 知道 ,中 心 属 临 界 情 形 , 其 稳定 性 态 要 由 
更 高 次 项 才能 确定 .同样 ,对 线性 孤立 双 曲 奇 点 方程 组 (6.13) 在 相 
平面 上 原点 邻 域 的 轨 线 图 艇 和 方程 组 (6.10) 相 同 .而 对 非 双 曲 及 
非 弧 立 奇 点 , 则 不 能 仅 靠 线性 近似 而 需要 和 高 次 项 一 起 分 析 . 

平面 上 线性 孤立 奇 点 是 中 心 时 其 非 线性 项 的 影响 可 使 其 轨 线 
图 和 狐 是 中 心 或 是 稳定 或 不 稳定 焦点 ,这 个 判别 问题 称 为 中 心 焦点 
判别 .中 心 焦点 判别 可 能 需要 经 无 限 多 次 运算 才能 确定 ,能 否 用 确 
定 次 数 的 运算 判别 中 心 焦 点 是 一 个 尚 待 解 决 的 问题 . 

对 应 于 方程 右 端 是 高 次 多 项 式 的 微分 方程 组 ,其 奇 点 称 为 高 
次 育 点 ,一 般 把 不 能 仅 用 线性 项 需要 更 高 次 项 才能 确定 其 轨 线 图 
摇 的 临界 情形 的 奇 点 也 称 为 高 次 奇 点 . 相 平 面 上 高 次 奇 点 的 轨 线 
图 角 更 为 复杂 ,可 以 利用 极 坐 标 变换 将 直角 坐标 (z,y) 变 为 极 坐 
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图 (6.14) W°, wW”, W° FME 


标 (r ,0), 再 分 析 相 平面 上 轨 线 是 否 及 如 何 趋 于 原点 及 其 走向 , 亦 
可 以 通过 特殊 变换 进行 处 理 ” . 
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习题 6.3 


AAA 


1. 试 求 下 列 线 性 方程 组 的 奇 点 ,并 通过 变换 将 奇 点 变 为 原点 ,进一步 判 
断 奇 点 的 类 型 及 稳定 性 : 


a) 衬 = -z-y+1， de 77775; 
(2) E=22-1y+19, Y=r-2y+5. 


2. 试 讨 论 方程 组 


dx d 
ge thy, Ty 


的 奇 点 类 型 ,其 中 a,b,c 为 实 常数 且 ac 天 0. 
3. 对 线性 方程 组 


其 中 a,b,c,d 为 实 常数 , 记 p= -l(a+d),qg=ad-—bc,A= p’ -4q, 
(1) 试用 p,g,A 的 符号 确定 方程 组 的 奇 点 的 可 能 类 型 ( 带 点 , 结 点 , 焦 
点 ,中心 ); 
(2) 试用 p,qg 的 符号 确定 方程 组 零 解 的 稳定 性 . 
4. LRC 振动 回路 (如 图 (6.15) 中 电 
流 变 化 规律 满足 微分 方程 


d I dI, I L C 
Lats g gT? 


(L>0,R>0,C>0), R 
试 讨 论 这 一 系统 的 平衡 状态 ( 即 方程 的 
奇 点 ) 的 可 能 类 型 . 图 (6.15) 


$6.4 极限 环 和 平面 图 貌 


6.4.1 极限 环 


对 于 平面 常 系数 线性 微分 方程 组 的 奇 点 ,在 $6.3 中 已 作 了 
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详细 的 讨论 ,对 于 孤立 奇 点 ,除了 在 中 心 型 奇 点 邻 域 内 轨 线 是 一 族 
围绕 原点 的 闭 曲线 (对 应 于 方程 的 周期 解 ) 外 ,其 余 的 情形 均 是 一 
端 趋 于 奇 反 (一 + oo 或 > %), 男 一 端 趋 于 无 穷 远 (1-> - 或 
t—> + 0%o) 或 两 端 都 趋 于 无 穷 远 的 轨 线 ,不 存在 其 他 的 复杂 情形 .对 
于 非 线 性 微分 方程 组 ,我 们 仅 在 $6.1 中 利用 线性 近似 方程 组 讨 
论 了 奇 操 邻 域 的 轨 线 性 态 , 至 于 全 相 平 面 的 轨 线 图 貌 , 情 况 就 复杂 
ZT. 
例 1 对 平面 阶 非 线性 驻 定 方程 组 
Esa 


d 
e =xty- yla + yo), 


+ y=ala +y), 
(6.47) 


如 取 极 坐标 x= rcos 0,y=rsin 9, 则 方程 组 (6.47) 可 化 为 


rr(1-r), O (6.48) 


由 (6.48) 可 知 当 r=0 M r=1 E =0, MÍ = -1, 即 有 两 
个 特 解 


及 
r=1, O=t.-t, t>tp. 
第 一 个 解 即 为 原点 ,是 一 奇 点 ( 易 知 它 是 不 稳定 焦点 ) ;而 第 二 个 解 
在 相 平 面 上 是 半径 等 于 1 以 原点 为 圆心 的 一 个 圆 . 这 个 以 圆 为 轨 
线 的 解 是 一 个 周期 解 , 周 期 为 2r, 轨 线 是 沿 着 顺 时 针 方 向 旋转 的 . 
我 们 来 看 看 除了 前 面 的 两 个 特 解 外 ,其 余 轨 线 的 性 态 如 何 .在 
相 平 面 上 任意 作 一 个 半径 为 R>0( 圆 心 在 原点 ) 的 圆 ,考虑 通过 
r 三 尺 圆 上 的 任 一 点 ( 尺 ,0”) 方 程 轨 线 的 走向 . 
当 R= RI<1 时 ,由 式 (6.48) 有 
dr 
dt r=R, 
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=R,(1- R’)>0, dó = 一 1<0， 
dt |0=0° 


即 轨 线 按 顺 时 针 方 向 从 圆 x = R, 上 走出 圆 外 . 
M4 R= R,>1 时 , 则 由 (6.48) 有 


dr a a 2 au 
dl R¿)<0, de 


即 轨 线 按 顺 时 针 方 向 从 圆 r= R, 上 走 进 圆 内 . 

考虑 由 RI 之 r< R, 组 成 的 环 域 D. 首 先 , 由 方程 组 (6. 48) 的 
右 端 可 知 ,此 环 域 D 内 没有 方 
程 的 奇 点 .其 次 ,从 前 面 的 讨 
论 知道 ,在 边界 r= RI 和 r= 
R, 上 所 有 的 轨 线 均 从 环 域 DD 
PEAD 内 ,并 不 再 走出 环 域 
DD ,如 图 (6.16) 所 示 . 

如 果 取 R,,R, 均 足够 接 
近 1, 但 仍 有 R,<1<R,,M 
环 域 D 的 上 述 性 质 仍 不 变 . 这 
就 证 明了 圆 x = 1 所 表示 的 特 
解 是 一 个 周期 解 ( 对 应 于 闭 轨 图 (6.16) 极限 环 与 环 域 D 
线 ) ,其 余 的 解 ( 轨 线 ) 均 趋 近 于 此 周期 解 ( 闭 轨 线 ). 

这 种 孤立 的 周期 解 ( 闭 轨 线 ) ,在 相 平 面 上 我 们 称 为 极限 环 . 当 
极限 环 附近 的 轨 线 均 正 向 ( 即 :一 +co 时 ) 趋 近 于 它 时 , 称 此 极限 
环 为 稳定 的 .如 果 轨 线 是 负 向 ( 即 :一 - co) 趋 近 此 极限 环 , 则 称 它 
为 不 稳定 的 . 当 此 极限 环 的 一 侧 轨 线 正 向 趋 近 于 它 ,而 另 一 侧 轨 线 
负 向 趋 近 于 它 时 ,此 极限 环 称 为 半 稳 定 的 .稳定 、 不 稳定 和 半 稳 定 
极限 环 的 相 图 见 图 (6.17). 

上 例 方程 组 (6.47) 的 解 r = 1 便 是 一 个 稳定 的 极限 环 (参看 
图 (6.16)). 

实际 上 可 以 不 必 先 求 出 特 解 (如 上 例 的 r=1), 而 仅仅 由 构造 
出 的 环 域 D 便 可 以 证 明 在 此 环 域内 必 存 在 极限 环 .这 种 构造 特殊 
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dô 


8=8” 


(c) 半 稳 定 极 限 环 


图 (6.17) 极限 环 的 稳定 性 态 


“ 环 域 来 寻求 极限 环 的 方法 称 为 本 迪克 松 (Bendixson) 方 法 , 它 是 根 
据 下 面 的 定理 得 出 的 ， 
假设 平面 驻 定 微分 方程 组 


d d 
Jr =X(x,9), = Y(z,y), (6.33) 


HAM BA X, Y 在 相 平 面 的 某 域 G 内 有 一 阶 连续 偏 导 数 . 
定理 8 WR G 内 存在 有 界 的 环形 闭 域 D ,在 其 内 不 含有 方 
程 组 (6.33) 的 奇 点 ,而 (6.33) 的 经 过 域 D 上 点 的 解 zx= rlt), y= 
y(t) 当 1 宇 to( 或 :io) 时 不 离开 该 域 , 则 或 者 其 本 身 是 一 个 周期 
解 ( 闭 轨 线 ) ,或 者 它 按 正 向 (或 负 向 ) 趋 近 于 D 内 的 某 一 周期 解 
(MAX). 
因此 ,只 要 能 构造 出 一 个 有 界 的 环形 闭 域 D ,在 其 上 没有 奇 
点 ,县 在 其 边界 上 轨 线 均 进 入 (或 离开 ) 该 域 ,自然 ,进入 (或 离开 ) 
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域 D 的 解 均 不 会 再 离开 (或 进入 ) 域 DD, 则 应 用 定理 8 可 以 肯定 在 
域 D 内 必 存 在 周期 解 ( 闭 轨 线 ) .如果 这 周期 解 ( 闭 轨 线 ) 是 孤立 
的 ,那么 它 就 是 极限 环 . 这样, 可 以 通过 构造 特殊 的 环 域 来 寻求 极 
限 环 ,并 大 致 确定 其 位 置 . 如 果 环 域 越 狭小 , 则 极限 环 的 位 置 越 准 
确 . 例 如 上 述 例子 中 的 环 域 D, ER R, RAE BRA, ELA 
定 极限 环 为 圆 r = 1 而 不 必 先 寻求 此 特 解 . 

通过 构造 有 特殊 性 质 的 域 D 可 以 确定 周期 解 ( 极 限 环 ) 的 存 
在 ,自然 也 提出 这 样 的 问题 :能 否 通过 构造 具有 别 的 特殊 性 质 的 域 
D 来 否定 周期 解 (极限 环 ) 的 存在 呢 ? 下面 给 出 一 个 判别 准则 . 


定理 9 如 果 于 G 内 存在 单 连通 域 D" ,在 其 内 函数 2< + 


不 变 号 且 在 D" 内 的 任何 子 域 上 不 便 等 于 零 , 则 方程 组 (6.33) 


ER D" 内 不 存在 任何 周期 解 , 更 不 存在 任何 极限 环 . 
现在 用 反 证 法 利用 格林 (Green) 公 式 来 证 明定 理 .假设 D’ 内 
存在 某 周期 为 本 的 周期 解 
下 
则 对 于 由 r ERR D (ER D.CD' ) 有 


l (+ SE )dzdy= | (Xdy ~ Ydz) 


T 
A dy O 
= | xZ- 7 平 jaz = | (XY - YX)dt =0 


这 与 定理 的 假设 矛盾 , 故 在 域 D 内 不 存在 任何 周期 解 更 不 存在 
任何 极限 环 . 
例 2 考虑 §6.1 例 1 讨论 过 的 数学 摆 , 其 微分 方程 (6.15) 可 
化 为 平面 微分 方程 组 
我 们 有 


= -sin z - Éy (4x>0). (6.16) 
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于 是 应 用 定理 9 即 可 肯定 方程 组 (6.16) 不 存在 周期 解 . 

由 于 稳定 的 极限 环 对 应 于 物理 上 的 周期 振动 情形 ,而 不 稳定 
的 极限 环 则 对 应 于 物理 上 不 能 实现 的 周期 振动 ,因此 ,对 某 类 型 方 
程 讨 论 如 何 确定 极限 环 及 其 稳定 性 态 的 问题 是 有 其 实际 意义 的 . 

物理 学 家 范 德 波 尔 (van der Pol) 研 究 过 在 无 线 电 技术 中 有 重 
要 意义 的 等 幅 振动 电子 管 电路 ,通过 电路 分 析 推 导出 微分 方程 
DE + 20, (6.49) 
并 从 数学 上 严格 论证 了 实验 所 得 的 结论 .一 般 称 微分 方程 (6.49) 
称 为 范 德 波 尔 方程 . 

我 们 考虑 更 广泛 的 所 谓 李 纳 (Lienard) 微 分 方程 

dx 


AOL A), (6.50) 


MRE F(z)= | fade AL y= EA F(z), 则 方程 (6.50) 
可 化 为 平面 微分 方程 组 


Ey F(a), Y= g(x). (6.51) 


对 于 方程 (6.50) 或 方程 组 (6.51) ,我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 10 假设 

(1) f(z) 及 g(x) 对 一 切 zx 连续 ,g(xz) 满 足 局 部 利 普 希 获 
条 件 ; 

(2) F(z) 为 偶 图 数 ,F(0)<0,sg(z) 为 奇 郴 数 , 当 zz 天 0 时 
aglx)>0; 

(3) 4 r>tott, F(x)>+0;F(1)GH—EZA x=a, 
且 对 zx 宇 a ,F(z) 是 单调 增加 的 ， 
那么 ,方程 (6.50) 有 了 唯一 周期 解 , 即 方程 组 (6.51) 有 一 个 稳定 的 极 
限 环 . 
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在 定理 10 的 条 件 下 ,原点 是 唯一 奇 点 , 且 相 平面 上 轨 线 对 于 
原点 是 对 称 的 .于 是 ,定理 10 的 一 个 证 明 方 法 是 想 办 法 构造 一 个 
环 域 D ,如 图 (6.18) ,使 经 过 其 边界 上 的 点 的 轨 线 只 能 进入 此 环 
H D 内 ,并 且 不 再 越 出 域外 .这 
样 利 用 定理 8 证 明了 存在 一 条 闭 
轨 线 (周期 解 ), 再 进一步 证 明 此 
闭 轨 线 是 唯一 的 , 便 得 到 存在 唯 
一 极限 环 的 结论 .整个 证 明 较 为 
复杂 ,不 在 此 详细 介绍 了 "”. 

由 于 范 得 波 尔 方程 (6. 49) 
满足 定理 10 的 条 件 , 故 方程 
(6.49) 或 其 等 价 的 方程 组 
dx (5 ) dy, Æ (6.18) 


rd ES 
存在 稳定 的 极限 环 . 当 y 很 小 时 极限 环 接近 于 半径 为 2 的 圆 ,而 
当 u 很 大 时 , 则 极限 环 被 “ 压 扁 "成 一 长 条 形 ,参看 图 (6.19). 

极限 环 的 研究 ,可 以 通过 称 之 为 Poincaré 映射 的 方法 进一步 
简化 .如 图 (6.20) ,过 极限 环 上 一 点 A 作 一 横 截 (无 切 ) 线 段 1(n 
维 相 空间 则 用 nn 一 1 维 相 平面 ), 过 1 上 距 A 为 mw( 外 法 线 方向 为 
正 ) 的 点 B 的 轨 线 绕 一 周 后 交 !1 于 距 A 为 办 的 点 C, 称 为 7 的 
Poincaré 映射 P, Wi d(7)= 轴 一 7 二 P(w) 一 wp RAMA. a} 
平面 轨 线 来 说 ,线段 E Poincaré 映射 的 不 动 点 d =0 意味 着 是 极 
限 环 .通过 线段 上 的 Poincaré 映射 的 后 继 函 数 可 以 判定 极限 环 的 
存在 与 稳定 . 当 d(7)=0 时 ,过 距 A 为 了 的 点 的 轨 线 为 极限 环 ， 
d(7)<0(>0) 时 ,其 极限 环 是 稳定 (不 稳定 ) 的 ,而 d(7)=d' (7) 
=…=d (7)=0,d2(7) 尖 0 时 , 称 其 极限 环 是 & 重 极限 环 . 

除 极限 环 的 存在 性 、 稳 定性 及 其 重 次 外 ,还 必须 考虑 极限 环 的 
个 数 问 题 . 即 证 明 极 限 环 是 唯一 的 (唯一 性 ) 或 明确 有 多 少 个 极限 
MOE n 性 ). 这 是 一 个 困难 的 问题 *”?|. 
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(bu=1 (Ou=5 
图 (6.19) 范 德 波 尔 方程 的 极限 环 
f B(7) 


C(n,) 


图 (6.20) Poincaré 映射 


对 方程 右 端 是 多 项 式 的 平面 常 微 分 方程 多 项 式 系统 ,其 极限 
环 的 个 数 和 相对 位 置 的 确定 是 希 尔 伯 特 第 16 问题 的 后 半 部 分 ,其 
前 半 部 分 是 关于 平面 代数 闭 曲 线 的 个 数 和 相对 位 置 . 它 们 是 希 尔 
伯 特 在 20 世纪 初 提出 的 23 个 著名 数学 问题 之 一 ,经 一 百 多 年 的 
努力 , 仍 未 得 到 解决 . 


6.4.2 平面 图 貌 


奇 点 和 极限 环 是 相 平面 上 两 种 特殊 的 轨 线 ,我 们 希望 在 相 平 
面 上 画 出 一 般 的 轨 线 的 图 狐 , 以 了 解 微分 方程 的 解 的 性 态 . 在 相 平 
面 画 方向 场 是 一 种 方法 , 另 一 种 是 等 倾斜 线 法 .在 §1.2.1 中 已 介 
绍 了 方向 场 和 轨 线 的 等 倾斜 线 以 及 垂直 等 倾斜 线 和 水 平等 倾斜 
线 . 

对 方程 组 


d 
= X(z,y), 


m (6.33) 
T = Y(x,y), 


在 相 平 面 上 曲线 XCz,y)=0 M Y(x, y)= 0 分 别 对 应 垂直 等 倾 
斜 线 和 水 平等 倾斜 线 . 前 者 表示 在 相 平 面 其 曲线 上 的 点 的 z 方 向 


是 垂直 方向 =F =0, 向 上 或 向 下 ]; 后 者 表示 在 相 平 面 其 曲线 


上 的 点 的 y 方 向 是 水 平方 向 (s= =0, 向 右 或 向 左 站 垂直 等 倾 


斜 线 和 水 平等 倾斜 线 的 交点 为 奇 点 ,而 两 条 曲线 之 间 的 区 域内 十， 
》 不 变 号 , 即 扫 线 方向 在 90" 范 围 内 保持 不 变 , 故 有 (+ ,+),(+， 
一 ),( 一 ,+),( 一 ,一 ) 四 种 走向 ,其 中 括号 内 第 一 个 + 表 向 上 、- 
表 癌 下 ,第 二 个 + 表 向 右 、- 表 向 左 . 利 用 等 倾斜 线 可 以 基本 确定 
微分 方程 的 轨 线 在 全 相 平 面 上 的 走向 ,从 而 画 出 方程 在 相 平面 上 
的 轨 线 图 貌 . 
现在 我 们 用 等 倾斜 线 法 分 析 $1.1 例 5 中 的 两 种 群 模型 
- SODA 


E = ra(1-ax— by), 


Y= sy(1- cr dy), 


HEF r,a 和 s,d 分 别 反 映 种 群 x 和 ~ 的 增长 情况 , 均 为 正常 数 . 
而 b>>0,c>0 时 为 竞争 模型 ,b>0,c<0 或 65<0,c>0 时 为 被 捕 
食 - 捕食 模型 ,5<0,c<0 时 则 为 共生 模型 . 

K z,y 分 别 表示 两 种 群 的 数量 (或 密度 ) , 故 方程 在 相 平 面 第 
一 象限 才 有 意义 .实际 上 ,对 方程 组 (6.52),x=0 和 y=0 分别 表 
TÍ y HAL 轴 是 由 整 条 轨 线 和 奇 点 组 成 .由 唯一 性 ,第 一 象限 
上 的 轨 线 不 能 穿 过 它们 跑 到 其 他 象限 .因此 , 仅 讨 论 第 一 象限 上 的 


(6.52) 


(a)a<c, b<d (b) a>c,b>d 


(c)a>c,b<d (d) a<c, b>d 


图 (6.21) -平面 竞争 模型 
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轨 线 即 可 .x =0 即 相 平面 y 轴 上 表示 z 种 群 绝 灭 ,>=0 即 zx 轴 
表示 y 种 群 绝 灭 .方程 (6.52) 的 垂直 和 水 平等 倾斜 线 是 ~ 轴 、y 轴 
和 两 条 (在 特殊 情形 下 一 条 ) 直 线 . 对 竞争 模型 ,其 相 平面 上 的 轨 线 
图 貌 有 四 种 情形 ,如 图 (6.21) 所 示 , 图 中 O,A,D,E 点 为 奇 点 .由 
图 可 知 , 在 第 一 象限 内 (不 含 x 轴 、y 轴 ), 有 如 下 四 种 结果 :(a) 当 
a<c,b<d 时 , 轨 线 将 趋 于 zz 轴 上 A 点 ,y 种 群 将 绝 灭 ;(b) 当 
a>c,p>dad 时 , 轨 线 将 趋 于 > 轴 上 D 点 ,zx 种 群 将 绝 灭 ;(c) 当 
a>c,b<d 时 , 轨 线 将 趋 于 王 点 ( 结 点 ), 两 种 群 将 按 一 定数 量 
(比例 ) 共 存 ;(d) 当 a<c,b>d 时 , 轨 线 将 视 位 于 何 区 域 趋 于 A 
DREA, ERIBA. 

同样 方法 可 分 析 被 捕食 ~ 捕食 模型 和 共生 模型 ,但 对 被 捕食 
-捕食 模型 在 相 平面 上 可 能 出 
现 极 限 环 、 焦 点 或 中 心 . 如 对 
Volterra 被 捕食 - 捕食 模型 , 由 
$2.1.1 例 2 所 示 的 通 解 
re “ye ”=k 是 首次 积分 式 
( 见 $7.2), 实 际 上 是 一 个 哈密 
顿 方 程 ( 见 $6.6), 其 轨 线 是 一 
族 围绕 奇 点 E 的 闭 轨 线 , 如 图 


(6.22) 所 示 . 图 (6.22) 平面 被 捕食 - 捕食 模型 
对 一 般 的 两 种 群 竞争 模型 
cz =MIzx,y)x, 
d (6.53) 
q a N(x ,y)y， 


其 中 y 的 相对 增长 率 M 与 N 都 是 非 负 变量 x,y 的 连续 函 
数 , 有 连续 一 阶 偏 导 数 , 且 一 种 群 增长 时 另 一 种 群 的 增长 率 下 降 ， 


即 了 <0,3 了 <0, 而 任 一 种 群 过 多 时 两 种 群 都 不 能 增长 , 故 存在 


常数 K>0,% 2>K XK y>K HM(x,y)<0 E N(xz,y) 志 0. 还 
°- 303 。 


设 只 有 一 种 群 时 , 它 将 按 极 限 增长 , 即 存在 常数 a >0,0<0 使 得 
当 rx<a 时 ,M(x,0)>0; 当 z>ae 时 ,MGz,0)<0; 
当 y<b 时 ,N(0,y)>0; 当 y>0 时 ,N(0,y)<0. 
在 上 述 条 件 下 ,通过 分 析 相 平面 上 等 倾斜 线 曲线 M(z,y)=0 和 
N(xz,y)=0 的 形状 及 它们 之 间 的 关系 ,如 图 (6.23) 所 示 , 可 以 证 
ag!!! 


(a,0) x 


图 (6.23) 平面 一 般 竞 争 模型 


定理 11 两 种 群 竞争 一 般 模型 (6.53) 的 每 一 条 轨 线 , 当 1 一 


co 时 都 趋 于 有 限 个 平衡 点 之 一 . 
现在 讨论 $1.1 例 7 中 的 分 子 化 学 动力 学 模型 ,对 单 分 子 化 学 动力 学 模型 
dz - -kaa?d+k,Ax*—-k,r+koB, (1.27) 


方程 右 端 是 3 次 多 项 式 ,可 根据 多 项 式 有 1,2 或 3 个 实 根 情 形 将 方程 分 解 成 
如 下 两 种 形式 : 


Talara Maa Ma- x) 或 F=ala- z(a’ + brte), 


其 中 实 根 可 以 相同 . 实 根 为 奇 点 , 轨 线 只 能 在 两 奇 点 或 奇 点 与 正 负 无 穷 之 间 
走向 一 奇 点 或 正 无 穷 或 负 无 穷 . 根据 初 值 在 x 轴 上 的 位 置 即 可 判断 其 轨 线 
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走向 而 不 必 费 力求 解 微 分 方程 . 
双 分 子 化 学 动力 学 模型 (1.28) 与 Volterra 被 捕食 - 捕食 模型 没有 区 别 ， 


前 面 已 分 析 过 如 图 (6.22) 所 示 . 


考虑 3 分 子 化 学 动力 学 模型 
HAS 
d (1.29) 
=Br-z ys 


当 AZO 时 方程 有 唯一 奇 点 N( A ,元 ). 通 过 坐标 平移 8=z- A yo y Lo 


Z= (B-1)z +A y+ Ba? + 2Ary ta?y=-x-G, 
(6.54) 


d B ， 2 _ 
de 7 7 Br -A?’y- Fr -2Ary- ry=G, 


其 中 G= -(A+z) 人 (元 z+(A+z)y) 方 程 (6.54) 的 线性 近似 方程 的 特征 


方程 为 
à? - (B-A? -1)à +A?’ =0. 
AA BSI+A 时 , 奇 点 N 是 渐 近 稳定 的 ;而 当 B>1+ A? 时 , 奇 点 是 不 稳 
定 的 . 
我 们 在 方程 (6. 55) 的 相 平 面 上 构筑 包围 原点 即 奇 点 的 环 域 ,如 图 


(6.24) .首先 , 因 在 y= -FREM r=- AR, >0, 而 当 z=0 时 ,x <0， 


图 (6.24) Hr 


”了 JU 


因此 为 在 y= - 元 线 找到 一 点 万 ,使 得 x = 0, 可 联 立 求解 三 方程 


B 
A , 


-a TRAE y RADAR 


I=RA, -x-G=0, y=- 


k= irp VADERA (Le, 


x 20, y >0, 轨 线 向 上 向 左 ,再 在 x = -F pairt 与 曲线 /: a+ (A + 
z)y=0 MORA E ) ,在 万 去 线 上 轨 线 向 右 , 再 过 点 雯 作 水 平 线 交 
负 于 点 (0, 入 ) ;五 B 线 上 轨 线 向 下 ,再 过 点 百 作 直线 :y= -az + E, ,(0< 


a<1) 交 曲线 ! 于 点 C;C 线段 上 方向 差 为 8= ECOS ,其 分 子 小 


于 零 . 分 母 最 多 3 个 零点 , 故 8 头 0, 而 点 上 y = - 1, 线段 上 轨 线 向 左 向 下 ， 
再 过 点 CFC 平行， 轴 , 交 直线 y= - 完 于 点 也 ;在 C 皇 线段 上 轨 线 向 左 ,这 


因原 ene y a >0 且 充 分 小 时 过 点 (0,y， JA 
线 围绕 原点 一 周 后 再 交 y HT y >0, 因 原点 不 稳定 ,显然 y, > y, MAO, 
WARO, y ) 的 轨 线 段 与 y,y, 直 线段 构成 了 包含 原点 的 闭 域 P ,在 DH 
界 上 的 轨 线 均 走 出 闭 域 Pu .这样 在 厂 边 界 和 本, 边界 之 间 便 构成 一 个 环 域 ， 
内 外 环 边界 上 的 轨 线 均 进 入 域内 .利用 环 域 定理 8 便 可 得 出 如 下 结论 ; 当 
A>0,B>1+ A 时 ,T 矿 内 有 一 稳定 的 极限 环 ,还 可 进一步 证 明 极限 环 是 唯一 
的 ;而 当 A>0,B<1+ A 时 ,T 厂 内 没有 极限 环 . 
在 相 平 面 分 析 中 除 奇 点 和 极限 环 两 种 特殊 轨 线 外 ,还 有 一 种 
从 奇 点 到 奇 点 的 轨 线 ,这 类 轨 线 称 为 分 界线 .如 果 一 条 分 界线 与 一 
个 奇 点 构成 一 个 环 , 则 称 为 同 宿 环 ( 轨 ) ;如 果 一 条 分 界线 两 端 是 不 
同 奇 点 , 则 分 界线 称 为 异 宿 轨 ; 当 多 条 分 界线 与 多 个 奇 点 构成 一 
环 时 则 称 此 环 为 异 宿 环 . 上述 定 义 中 可 以 将 奇 点 换 为 极限 环 . 如 图 
(6.21) 中 的 OA , OD 都 是 分 界线 、 异 宿 轨 
如 果 两 个 常 微 分 方程 的 所 有 解 之 间 存 在 一 对 一 的 对 应 ( 同 胚 ) 
关系 , 且 保 接轨 线 定向 , 则 可 称 这 两 个 常 微分 方程 是 拓扑 等 价 的 . 
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驻 吓 常 微分 方程 表示 为 相 平面 上 的 向 量 场 ,点 的 方向 为 轨 线 在 该 
点 的 切线 方向 .给 定 了 一 个 平面 驻 定常 微分 方程 ,对 与 之 非常 接近 
的 所 有 平面 驻 定常 微分 方程 ,可 以 用 相 平 面 上 的 点 的 向 量 非常 接 
近来 表示 ,如 果 它 们 是 拓扑 等 价 的 , 则 称 给 定 的 常 微分 方程 是 结构 
稳定 的 .前 苏联 数学 家 安 德 罗 诺 夫 (Andronov) 和 上 庞 特 里 亚 金 (Pon- 
tryagin) Y 4 1778, 

定理 12 (结构 稳定 定理 ) 平面 驻 定 微分 方程 (6.33) 在 平面 
有 界 区 域 上 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 

(1) 只 有 有 限 个 奇 点 , 且 均 为 双 曲 的 ; 

(2) 只 有 有 限 个 闭 轨 , 且 均 为 单 重 极限 环 ; 

(3) 没有 鞍点 之 间 的 分 界线 . 

对 二 维 驻 定 微分 方程 即 平面 动力 系统 ,要 分 析 在 相 平 面 上 的 
全 局 轨 线 图 魏 . 如 果 不 是 全 局 渐 近 稳定 或 有 界 即 轨 线 都 向 里 走 ,还 
必须 考虑 轨 线 如 何 趋 向 无 穷 , 即 无 穷 远 处 的 轨 线 图 狐 , 这 可 以 通 一 
种 特殊 变换 ( 称 为 Poincare 变换 ) 将 无 穷 远 化 为 原点 进行 分 析 . 将 
有 限 区 域 的 分 析 和 无 穷 远 分 析 结 合 起 来 , 便 可 得 到 一 个 方程 的 全 
ARI, 


PAE 


1 习题 6.4 


A 
1. 试 确定 下 列 方程 组 的 周期 解 .极限 环 , 并 讨论 极限 环 的 稳定 性 : 
=- y—- rx(r +t y -1)°, 
= rT-y(rx +y -1); 


(z? + y? -1), 


A 
dt [x + y? 


(2) i -Eaa | 
poa 二 (ty ~1), 
Er EN 
=o, X r’ +y =0; 
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ERA A, 
(3) 

yla + y -1)( z? + y -9)+ rlr? + y - 4). 
2. 试 判 别 下 列 方程 组 有 无 极限 环 存在 : 


d 1 
T 


2 
Ž=-ztyty + 


3. 考虑 方程 组 
EE=X(z,y), = Y(x,y), 


其 中 函数 X(x,y),Y(x,y) 在 单 连通 区 域 D 内 有 连续 偏 导数 .假设 存在 函 
数 B(z,y), 其 一 阶 偏 导数 于 域 D 内 连续 , 且 
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不 变 号 和 不 恒 等 于 零 , 试 证 明 上 述 方程 组 于 域 D 内 不 存在 任何 周期 解 . 
4. 证 明 方 程 


没有 极限 环 存在 ,其 中 a,5,a,P 为 常数 , 且 2 天 0.( 提 示 : 利 用 上 题 结 果 . ) 
5. 证 明 下 列 方程 (组 ) 存 在 唯一 的 稳定 极限 环 : 


(2) a +alx*" -MPF + yx” '=0la, B, 为 正常 数 ,n,m 为 正 整数 ). 
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6. 试用 等 倾斜 线 法 在 相 平 面 上 画 出 下 列 方程 的 轨 线 图 貌 ;: 
(1) z=zx(l-x-2y),y = y(x-2- y); 

(2) 2=zx(1- zty) =9 (2-29): 

(3) i=xayy=y+a?;s 

(4) T=xysy =y -x; 


(5) r =xzy-x?,y =y -2r y+a?. 


7. 试 详细 讨论 两 种 群 模型 (6.52) 中 的 被 捕食 - 捕食 模型 的 各 种 情形 . 


"$6.5 分支 与 混沌 


6.5.1 常 微分 方程 单 参数 分 支 


考虑 含 参 数 的 常 微分 方程 
F=f) ,rER" ACR" ¿== f€ C, (6.55) 


其 中 4 为 参数 .最 普通 的 参数 是 方程 的 系数 作为 参数 . 对 含 参 数 
的 微分 方程 ,我 们 特别 关注 的 是 当 参 数 变化 时 方程 的 解 特别 是 平 
衡 解 的 个 数 和 性 态 是 否 发 生变 化 , 即 方程 是 否 结构 稳定 .这 便 是 微 
分 方程 解 的 分 支 ( 亦 称 分 歧 、 分 岔 ) 问 题 . 相 对 于 某 参 数值 4 方程 
(6.55) 不 是 结构 稳定 时 称 此 方程 为 分 支 方程 ,对 应 的 参数 值 4 称 
为 分 支 值 .在 这 里 ,我们 主要 讨论 单 参数 (wm = 1) 分 支 . 

对 单 参数 的 一 维 常 微分 方程 , 即 n= m=1. 车 有 & 使 f(&,4) 
=0. 则 z=& 为 系统 的 平衡 解 , 即 相 空间 (直线 ) 或 带 参 数 的 平面 
Orà 上 的 平衡 点 ( 奇 点 ). 显 然 , 当 z 从 &+0 变 到 &-0 时 ,车 f 即 
工 从 负 变 为 正 , 则 x = & 为 系统 的 稳定 平衡 解 ( 点 ); 反 之 ,着 f 即 xz 
从 正 变 为 负 , 则 x = & 为 不 稳定 平衡 解 (点 ). 

f(z,4)=0 在 Oxa 参数 平面 上 为 一 曲线 ,曲线 上 的 点 对 应 
系统 的 平衡 点 ,可 把 f(xz,4) 表 示 成 zx 和 4 的 多 项 式 形式 然后 考 
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虚 相 平面 (直线 ) 上 平衡 解 ( 点 ) 的 分 支 .对 单 参 数 的 一 维 常 微分 方 
程 ,有 如 下 几 种 典型 的 分 支 类 型 : 

(1) RARD rài- 

FAH E= V/A. 41220 时 才 有 实 平衡 点 ;1 =0 时 平衡 
点 ££=0 稳定 ;7 >0 时 平衡 点 《= 
V4 稳定 而 平衡 点 E= -Vi 不 稳定 . 
在 Ori 参数 平面 上 平衡 点 为 一 条 抛 
物 线 ,如 图 (6.25) .抛物 线 上 支 ( 连 同 
原点 ) 上 的 点 是 稳定 的 ,下 支 上 的 点 
是 不 稳定 的 .原点 是 分 支点 :A MAA 
+0 变 到 A -0 时 系统 的 平衡 点 从 一 
个 稳定 ,一 个 不 稳定 的 两 个 变 为 一 个 。 “图 (6.25) MEA 
( 半 稳 定 ) 再 变 为 不 存在 .4 =0 为 分 支点 , 称 为 鞍 结 点 分 支点 . 

(2) 跨 临 界 分 支 ¿i=Ar- 1? 

平衡 点 为 &=0 A E=. K aA 时 系统 有 一 个 稳定 和 一 个 不 
稳定 的 两 个 平衡 点 ; 当 X=0 时 系统 有 一 个 半 稳 定 平衡 点 (原点 ). 因 
此 X=0 为 分 支点 0 

(3) 叉 式 分 支 ¿=Ax-a1* 

平衡 点 为 《=0 M E= +V4. 当 4>0 时 系统 有 两 个 稳定 和 一 
个 不 稳定 的 三 个 平衡 点 ; 当 ) 委 0 时 系统 有 一 个 稳定 平衡 点 (4 =0 
时 为 原点 ). 因 此 A =0 为 分 支点 , 称 为 叉 式 分 支点 ,分 支 图 如 图 
(6.27) 所 示 . 


图 (6.26) 跨 临 界 分 支 图 (6.27) LRE 
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(4) 复合 分 支 工 = 和 +3z 一 并 

当 |4|1>>2 时 有 一 个 稳定 平衡 点 ;4 = 土 2 时 有 一 个 稳定 和 一 
个 不 稳定 的 两 个 平衡 点 ;而 |4|< 
2 时 有 两 个 稳定 和 一 个 不 稳定 的 
三 个 平衡 点 .如 图 (6.28) 所 示 . 因 
此 = 土 2 是 分 支点 , 称 为 复合 分 
支点 .值得 注意 的 是 当 参 数 4 逐 
渐 增 加 由 一 到 一 2 再 到 2 时 ,由 
于 稳定 性 ,系统 平衡 点 逐渐 沿 左 
半 支 向 上 移动 而 不 突然 变化 ,但 
当 移 到 4 =2 时 平衡 点 会 从 C Bk 
到 DD, 由 下 半 支 跳 到 上 半 支 ,然后 图 (6.28) 复合 分 支 
随 着 参数 增加 平衡 点 在 新 的 位 置 上 沿 上 半 支 继续 向 右 移动 .反之 ， 
当 参 数 4 逐渐 减少 由 + co 降 到 2 再 减 到 一 2 时 ,系统 平衡 点 先 在 
上 半 支 逐渐 癌 下 移动 ,但 在 4 = -2 处 平衡 点 会 从 A 跳 到 B, 然 后 
沿 着 下 半 支 继续 向 左 移动 .这 种 在 分 支点 处 的 突变 是 复合 分 支 的 
特点 , 它 能 很 好 地 解释 实际 系统 的 一 些 现象 . 

对 平面 常 微分 方程 , 即 方程 (6.55) 中 n =2 时 ,情况 复杂 得 
多 . 除 平衡 点 分 支 又 称 局 部 分 支 外 ,还 有 大 范围 分 支 , 包 括 极限 环 、 
同 宿 环 、 异 宿 环 的 分 支 , 都 是 研究 参数 变化 时 轨 线 图 貌 的 突变 .由 
定理 12, 只 要 方程 不 满足 结构 稳定 性 的 三 条 充 要 条 件 的 其 中 一 
条 , 则 方程 是 分 支 方 程 ,存在 分 支 . 这 里 仅 对 单 参数 情形 举 几 个 典 
型 例子 略为 介绍 . 

例 1 平面 鞍 结 点 分 支 . 


1 一 人 一 
y y 

TAE BERE NAAA AE. A <O 时 
无 平衡 点 ;4 0 ERA MAA 1 >0 时 ,有 两 个 


鞍点 ( 土 YA ,0).4=0 为 分 支点 ,如 图 (6.29a). 


- 3 


(a) 4<0 


图 (6.29a) 平面 鞍 结 点 分 文 


例 2 Hopf 分 支 
O 
y=xa+Ay= yla? + y”). 
通过 变换 x = rcos p,y= rsin 9 , 原 方程 化 为 极 坐标 方程 


| =rlA-5r?), 

p=1. 

r 为 一 维 叉 式 分 支 , 但 要 求 + 宇 0. 对 应 的 Ory 相 平 面 上 ,人 委 0 时 
原点 为 稳定 焦点 ;A4>>0 时 ,原点 


变 为 不 稳定 焦点 ,同时 存在 稳 
定 极 限 环 r=V4, 即 x*+y = 
àa A =O ARXA, 4 El 
(6.29b). 这 种 由 于 参数 的 变化 
而 跳出 极限 环 的 分 支 做 称 为 
Hopf 分 支 . 
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图 (6.29b) Hopf 分 支 (1< ,= ,>0) 


av 
=x-a +Ay. 
方程 有 二 平衡 点 :原点 (0,0) 和 (1,0). 当 =0 时 ,(0,0) 为 对 


点 ,(1,0) 为 中 心 ,出 现 同 宿 轨 ( 环 ); 当 4 关 0 时 ,(0,0) 仍 为 鞍点 ， 
而 (1,0) 变 为 焦点 , 且 当 4<0 时 为 稳定 焦点 , 当 *>>0 时 为 不 稳定 
焦点 .4 =0 为 分 支点 , 称 为 同 宿 分 支点 ,如 图 (6.29c). 


y 


(a) 4<0 (b) 4=0 (c)à>0 


图 (6.29c) 同 宿 分 支 
如 果 方 程 改 为 


t=y 
a 
和 前 面 一 样 ,只 是 和 >0 时 会 由 不 稳定 焦点 产生 闭 轨 ( 极 限 环 ). 
=0 也 是 同 宿 分 支点 . 
例 4 FENIX 
i=A+zx -xy, 
| ns 
=0 时 ,方程 有 两 平衡 点 (0, 上 1), 均 为 鞍点 ,存在 连结 鞍点 
的 分 界线 ( 异 宿 轨 ); 当 和 天 0 时 ,在 相 平 面 上 (0, 土 1) 附 近 仍 有 两 
平衡 点 鞍点 ,但 蜡 宿 轨 破裂 ,对 4*>0 及 4<0 形成 两 种 不 同 的 轨 
线 图 貌 . 分 支点 =0 称 为 异 宿 分 支点 ,如 图 (6.29d) 所 示 . 
对 带 参数 的 方程 组 (6.55), 当 和 =0 时 相应 的 系统 
x=f(x,0)=f(x) (6.56) 
是 结构 不 稳定 的 , 则 称 (6.55) 是 一 个 分 支 方程 ,把 |141 之 1 的 系统 
(6.55) 称 为 (6.56) 的 一 个 C" 开 折 (unfolding). 如 果 所 选 的 参数 包 
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y 》 上 


(a) 4<0 (b}4=0 (c)4>0 


图 (6.29d) RANZ 


括 了 方程 (6.55) 可 能 出 现 的 各 种 拓扑 结构 , 则 称 这 个 开 折 为 普 适 
开 折 . 普 适 开 折 中 对 应 参数 最 少 的 个 数 称 为 余 维 数 . 对 分 支 问题 的 
研究 可 简化 为 对 余 维 数 的 分 支 方程 的 研究 ,并 通过 特殊 变换 化 为 
一 种 称 为 规范 形 的 标准 形式 进行 讨论 


例 5 微分 方程 
dx _ 3 
de X (6.57) 
是 前 面 (3) 叉 式 分 支 z+ = Ar 一 xz 的 一 个 开 折 ,但 最 广泛 的 开 折 应 是 
Fa) +t oA rte(A) a. (6.58) 
而 上 式 右 端 可 变 为 


AO (z - L) PD 


其 中 A124) = a (a) + 200,200 a, Ca) = b COI ED ta 


+ 一, 则 方程 (6.58) 最 后 变 为 (y 改写 为 z) 


dz 

di 

可 把 41 ,4, 视 为 独立 参数 .这 样 ,方程 (6.59) 是 方程 (6.57) 的 一 个 普 适 开 折 . 
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= À; | daa”, (6.59) 


它 的 平衡 点 由 参数 方程 M, +42 2 =0 决定 ,其 曲面 图 如 图 (6.30a).4, = 
2 3 

0 时 有 平衡 点 zx = 0, 其 他 平衡 点 由 参数 方程 的 判别 式 为 趟 + 区 =0 确定 ,此 

式 即 为 分 支 曲线 .如 图 (6.30b) 所 示 . 由 分 支 曲线 区 分 为 不 同 平衡 点 个 数 的 不 

同 区 域 


(1 个 奇 点 ) 
(3) (b) 


图 (6.30) 平面 两 参数 分 支 


进一步 可 以 证 明 (6.57) 的 任 一 单 参数 开 折 均 不 具有 (6.59) 的 某 些 性 质 ， 
于 是 称 由 (6.57) 引 出 的 分 支 是 余 维 2 的 .可 以 证 明 呈 1 ， 
定理 13 当 a 天 0 时 ,一 维 微分 方程 
dz - 
di 
ERE Rk K, EMI BERNA 


dx i 
de T2 tAr tie + A l+ art‘. 


z =x- r WFE. 


gas! Oa 


6.5.2 Lorenz 方程 与 混沌 


前 面 讨 论 的 多 是 一 、 二 维 驻 定 微分 方程 组 , 相 平 面 上 的 轨 线 图 
- IN 


貌 不 会 太 复 杂 , 仅 有 奇 点 、 极 限 环 、 同 宿 轨 、 异 宿 轨 等 几 种 特殊 轨 
线 . 对 三 维 及 以 上 的 驻 定 微分 方程 组 ,或 二 维 及 以 上 的 非 驻 定 微分 
方程 组 ,其 轨 线 或 积分 曲线 可 能 出 现 非常 复杂 的 性 态 . Lorenz 方程 
便 是 其 中 的 一 个 典型 模型 . 它 原 是 气象 学 家 洛 伦 茨 研究 大 气 变 化 
时 提出 的 底部 加 热 二 维 对 流 的 简化 模型 ,通过 计算 机 模拟 发 现 了 
方程 具有 极 丰 富 的 分 支 和 混沌 性 态 . 经 过 李 天 岩 、 Yorke 等 人 的 继 
续 研 究 ,开创 了 混沌 科学 的 新 纪元 . 
Lorenz 方程 是 
=a(y— z), 
y= ds Y (1.26) 
z= xy— bz, 
其 中 参数 a,b,c 均 为 正 数 .Lorenz 方程 有 如 下 性 质 : 
(1) 对 称 性 . 当 用 (一 xz, 一 >,z) 蔡 换 (z,y,z) 时 方程 形式 不 
变 ,方程 关于 z 轴 对 称 . | 
(2) z 轴 是 不 变 集 . 因 2=0,y=0 满足 方程 ,此 时 z= - bz, 
即 z 轴 为 不 变 集 , 且 轨 线 沿 着 zx 轴 趋 于 原点 ;而 在 平面 x =0 E, 


当 y>0 时 , 笠 >0; 当 ><0 时 , 竺 <0, 因 此 环绕 z 轴 的 轨 线 从 平 


面 x=0 的 上 方 看 是 逆 时 针 方 问 旋 转 的 . 

(3) 耗 散 性 和 吸引 性 .党 微分 方程 描述 系统 的 运动 ,有 一 大 类 
系统 ,在 运动 时 ,其 相 空间 容积 U 是 收缩 的 ,这 类 系统 我 们 称 为 耗 
KRA: EH U 不 变 时 系统 称 为 保守 系统 ; 当 容 积 U 扩大 时 系 
统称 为 扩张 系统 .可 以 通过 系统 相 空 间 容 积 变化 率 

dU E E 
ci GS | a CA (6.60) 
小 于 、 等 于 或 大 于 零 来 判断 系统 是 耗 散 、 保 守 或 扩张 . 

对 Lorenz 方程 (1.26) ,可 以 计算 得 
:dy Əz 
da rd: rra ro -(a+b+1)<0, 
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因此 Lorenz 方程 是 耗 散 系 统 . 容积 U 随时 间 推 移 收缩 为 
Ue ,说明 Lorenz 方 程 的 解 是 有 界 的 , 轨 线 最 终 被 吸引 到 
一 个 体积 为 零 的 较 低 维 的 集合 内 . 

下 面 就 参数 c 的 不 同 变化 范围 讨论 Lorenz 4% (1.26) H XX 
的 性 态 . 

当 0<c<1 时 ,原点 S。= (0,0,0) 是 Lorenz 方程 的 唯一 平衡 
点 . 取 李 雅 普 诺 夫 函数 


V=} (a + ay? + az’), 
容易 验 征 
V= ry) r+ y) abe, 
A VEE VEM, BA Su 是 渐 近 稳定 的 . Lorenz 方程 的 所 有 轨 


线 均 趋 于 原点 . 
在 原点 SREE Lorenz 方程 可 得 系数 矩阵 为 


其 特征 根 为 
A, = -brd2 => -(1+a) ty (1+ a) -4a(1-c)]. 


当 c=1 时 ,原点 Su 仍 是 Lorenz 方程 的 唯一 平衡 点 .但 1, < 
0,4,= 二 一 (1+a)<0,4;=0, 出 现 叉 式 分 支 ,原点 SABE. 

而 当 c>1 时 ,41<<0,4,<0,43>>0, 原 点 S, 不 稳定 . 且 此 时 除 
原点 外 还 出 现 两 个 异 于 原点 的 平衡 点 
S, =(V blc -Dv blc -1),c —1),S. =(-Y ble -1), -vV blc -1),c 1), 
S,,S- 对 称 于 x 轴 . 对 此 两 平衡 点 ,考虑 在 平衡 点 处 线性 化 


Lorenz 方程 ,可 求 得 其 特征 方程 为 
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13+(a+p+l) + bla +c)aA + 2ab(c-1)=0. 
因 c >1, 特 征 方程 系数 均 大 于 零 , 实 特征 根 必 为 负 根 . 且 由 $6.1 
例 3 知 平衡 点 S, ,S_ 渐 近 稳 定 的 条 件 是 


a<b+1,c>1 或 a>b+1,1<c<c, HH co ==] 


当 c= c >l if, A =0, RED REA — ERA BAR, HL Hopf 分 
支 ; 当 c>>co>1 ht, RED ER MARINA — EEE ARE, 
其 实 部 为 正 ,对 空间 线性 微分 方程 ,这 种 空间 平衡 点 称 为 鞍 焦 点 ， 
空间 轨 线 投 映 于 平面 上 为 焦点 和 鞍点 状 . 


下 面 我 们 固定 参数 a = 10,6 = 本 进行 讨论 ,此 时 co =24.736 8. 


从 前 面 的 分 析 可 知 : 当 0<c<1l 时 ,Lorenz 方程 的 所 有 轨 线 均 趋 
于 原点 ; 当 c>1 时 ,存在 原点 SHEH xz=c-1 上 S,,S 三 个 
平衡 点 . 当 1<c<co 时 ,平衡 点 S,、S_- 是 稳定 的 ; 当 c>>co 时 , 平 
BES, ,S_ 不 稳定 , 属 鞍 焦点 . 

取 参 数 c 的 不 同 值 ,我 们 可 以 通过 数值 解 画 出 Lorenz 方程 在 
相 空 间 的 轨 线 图 貌 . 由 图 (6.31) 可 知 , 当 1.346<c<13.926 时 ,由 
原点 出 发 的 两 条 轨 线 各 自分 别 趋 于 两 平衡 点 S,,S_; 在 c= 
13.926 处 ,出 现 同 宿 轨 ; 当 13.926< c< cy 时 ,出 现 由 原点 出 发 的 
两 条 轨 线 各 自分 别 绕 过 一 平衡 点 趋 于 另 一 平衡 点 ,并 在 相 空间 中 
可 能 存在 财 轨 线 或 其 他 复杂 轨 线 ; 当 c> co 时 ,由 于 两 平衡 点 S,， 
S _ 属 鞍 焦 点 , 相 空 间 中 的 轨 线 更 为 复杂 .对 大 的 参数 c 值 ,Lorenz 
方程 的 解 往往 是 周期 的 ,如 相 空 间 中 轨 线 在 Oxz 平面 投影 所 得 的 
图 (6.32) 所 示 . 


我 们 现在 讨论 当 参 数 a =10,b= 3,c >13.926 时 Lorenz 方 


程 在 相 空 间 中 存在 的 复杂 轨 线 .图 (6.33) 所 表示 的 是 相 空间 中 轨 

线 走 向 示意 图 ,由 图 中 可 看 出 从 原点 O 附近 右 区 域内 出 发 的 轨 线 

从 右边 转 入 左边 绕 平 衡 点 S. 向 外 旋转 最 后 回 到 原点 O 附近 左 区 
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160 c=126.52 200 c=160 
140 175 
120 150 
1 
ii 125 
80 100 
一 20 0 20 40 x -40 -20 0 20 40 x 


图 (6.32) Lorenz 方程 的 一 些 周期 轨 线 


域内 ,然后 继续 由 O 左 区 域 从 左边 转 人 右边 绕 平 衡 点 S, 向 外 旋 

转 最 后 回 到 O 附近 右 区 域内 .这 样 反复 的 无 限 循环 始终 既 不 趋向 

平衡 点 S， ,也 不 趋向 平衡 点 S_ ,永远 在 平衡 点 S, 和 S 之 间 摆 
- SIN 


动 .而 且 绕 各 平衡 点 旋转 次 数 及 平衡 点 之 间 摆 动 次 数 根据 参数 轨 
线 初 始 位 置 不 同 而 不 同 ,根本 无 法 预测 ,对 初 值 非常 敏感 


图 (6.33) 轨 线 走向 示意 图 


Lorenz 方程 出 现 的 这 种 轨 线 的 极限 集 是 在 一 有 限 区 内 的 吸引 

E ,但 它 与 通常 了 解 的 吸引 集 不 同 , 既 不 是 平衡 点 也 不 是 极限 环 或 

周期 变化 的 点 集 . 我 们 称 这 种 吸引 集 为 育 异 吸引 子 (奇怪 吸引 子 )， 

奇异 吸引 子 还 有 对 初 值 敏感 的 特性 .存在 奇异 吸引 子 这 种 复杂 现 

象 又 称 为 混沌 ( 浑 沌 )””“ .混沌 也 可 简单 解释 为 对 初 值 的 敏感 

性 , 初 值 的 细微 差异 引起 后 续 的 巨大 不 同 ,无 法 预测 .但 是 Lorenz 
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方程 是 确定 的 系统 ,确定 系统 中 出 现 的 预测 的 不 确定 性 、 随 机 性 这 
种 现象 的 发 现 ,给 牛顿 力学 出 现 以 来 的 科学 观念 造成 巨大 的 冲击 ， 
人 们 开始 用 新 的 观点 解释 上 自然 现象 ,如 台风 的 难于 预测 是 本 质 的 . 
研究 自然 和 社会 科学 中 的 混沌 已 形成 一 门 新 的 科学 . 


当 参 数 a = 10,6 = 3.,c>13.926 时 可 以 通过 计算 发 现 对 不 


同 的 c, Lorenz 方程 呈现 各 种 复杂 的 轨 线 性 态 ,对 应 于 奇异 吸引 子 
和 混沌 现象 .对 不 同 的 a,b,c 在 一 定 范围 内 也 同样 出 现 奇 异 吸 引 
子 和 混沌 现象 .如 表 (6.1)529 .关于 Lorenz 方程 在 相 空间 的 轨 线 图 


貌 的 绘制 可 参考 附录 [ . 
表 (6.1) Lorenz 系统 中 的 分 支 与 混沌 (a = 10,b = 8/3) 

参数 c 的 范围 解 的 性 质 
<1 趋向 无 对 流 的 定 态 
1 一 13.926 趋向 三 个 平衡 点 之 一 ,在 13.926 处 出 现 同 宿 轨 道 
13.926-—24.06 存在 无 穷 多 个 周期 和 混沌 轨道 
24.06—24.74 奇怪 吸引 子 与 一 对 稳定 平衡 点 共存 
24.74~ 148.4 混沌 区 ,其 中 有 

99.526—100.79 A — AVE KS Ai A 483 FE 3 

145.9~ 148.4 为 倍 周期 分 支 序列 
148.8 一 166.07 周期 区 
166.07 一 233.5 混沌 区 ,其 中 有 

166.07~169 ; 从 周期 到 混沌 的 阵 发 过 渡 

233.5 附近 5 148.4 附近 类 似 的 分 支 序列 
233.5 一 + oo 周期 区 ,有 c= + co 往 下 的 倍 周期 序列 


BR Lorenz 方程 外 ,后 来 还 发 现 一 大 类 具有 混沌 特性 的 系统 族 C2] .就 微分 
方程 而 言 , 只 有 三 维 及 以 上 相 空间 中 的 轨 线 才 有 可 能 出 现 混沌 或 奇异 吸引 
子 , 但 对 映射 而 言 ,一 维 映射 即 可 出 现 混沌 . 

为 进一步 了 解 混沌 的 意义 ,我们 考虑 离散 动力 系统 

Lar = f(r),n=0,1,2,... 
这 是 一 个 差分 方程 .微分 方程 通过 差分 化 可 化 为 差分 方程 .种 群 (昆虫 ) 模 型 
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中 按 代 计 算 其 种 群 数 ( 虫 口 数 ) 时 便 可 用 差分 方程 表示 ,此 时 其 模型 又 称 为 虫 
口 模型 .最 简单 的 虫口 模型 是 logistic 差分 方程 


ri AP (6.61) 


这 是 一 个 单 参数 离散 动力 系统 ,如 图 (6.34). 如 有 zi = zo, 称 zo 为 不 动 点 ， 
当 Tn = To , Mi Lo» Ti sr 1 互 不 相等 时 称 Xo 为 周期 n 点 . 易 证 明 当 0<A 
<3 人 时 ,不 管 初 值 zx。 € (0,1) 041,7 E 804% BD nm 一 co 时 的 点 x, 均 收敛 于 不 


动 点 r=1 -一 ;而 当 3<X4<1+V6 时 , 初 值 zo € (0,1) 的 方程 (6.61) 的 解 收 


敛 于 两 个 周期 2 点 z ,二 , (元 ; 天 元; ) .因此 和 =3 为 方程 (6.61) 的 分 支点 . 随 
着 4 的 逐渐 增 大 ,方程 (6.61) 从 两 个 周期 2 点 变 为 四 个 周期 4 点 ,再 八 个 周 
期 8 点 ,等 等 .这 种 逐步 加 倍 的 分 支 称 为 倍 分 支 .用 计算 机 可 给 出 方程 (6.61) 
的 参数 与 周期 点 关系 的 倍 分 支 图 ,如 图 (6.35). 当 1>3.569 945 673… 时 , 方 
程 (6.61) 出 现 混沌 解 .zx, (n =0,1,…) 可 能 不 收敛 于 任何 点 ,到 处 游荡 ,是 一 


个 奇异 吸引 子 , 且 存在 对 初 值 的 敏感 性 . 


l 
1 
1 
3 3,449 3,544 3.649 


图 (6.34) 虫口 模型 图 (6.35) 倍 分 支 图 


对 线段 上 的 连续 映射 , 李 天 岩 和 Yorke 曾 给 出 著名 的 “周期 3 蕴涵 混沌 ” 
的 
定理 14{Li-Yorke 混沌 定理 ) 设 I 是 一 个 区 间 ,f:I->I 连续 .如 了 中 有 
一 点 a, 使 b= f(a),c= f(b), d= f(c), 满 足 
dEia<b<cHd>a>b><0, 
则 对 每 一 个 k=1,2,… ,在 I 中 有 fF 的 一 个 周期 & 的 周期 点 . 且 了 中 有 一 个 不 
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含 周 期 点 的 不 可 列 集 S ,满足 
(1) 对 S 中 的 每 两 个 p,q ,有 
| m |f" (p) -f (9)1>0,limlf (p) = (9)1=0; 
(2) 对 S 中 的 每 一 个 p 及 I 中 的 周期 点 g ,有 
lim| f'(p)- F (q)|>0. 

Li-Yorke 定理 给 出 了 混沌 的 严格 数学 定义 ,后 来 人 们 就 把 满足 Li-Yorke 
定理 结论 的 集合 称 为 Li-Yorke 混沌 集 . 后 来 发 现 , 可 以 将 相 空 间 中 Lorenz 方 
程 的 轨 线 通过 Poincaré 映射 映射 为 x=c-1 平 面 上 的 F(w ,wv), 而 进一步 可 
分 解 为 F(u,v)=(f(u),g(u,v)), 而 f(z ) 满 足 线段 映射 存在 混沌 的 Li- 
Yorke 定理 条 件 ,如 图 (6.36) 所 示 ,从 而 说 明 Lorenz 方程 存在 混沌 "7 


图 (6.36) Lorenz 方程 的 Poincaré 映射 


” 了 


FRA Yorke 首先 给 出 了 混沌 的 数学 定义 ,但 仅 对 线段 映 
射 而 言 .后 来 人 们 将 其 推广 出 现 各 种 混沌 的 定义 ,而 且 发 现 了 多 种 
满足 混沌 性 态 的 系统 ,如 Henon 上 映射、 强迫 Duffing 微分 方程 等 . 
同时 还 发 现在 物理 、 化学、 股票 市 场 等 自然 科学 、 社 会 科学 中 存在 
各 种 混沌 现象 . 

由 Lorenz 方程 引发 的 混沌 的 概念 出 现 后 ,人 们 发 现 已 在 早期 
得 到 的 KAM 定理 .Smale Y BH Mel nikov 定理 中 研究 的 系统 亦 存 
在 混沌 ,这 是 与 Li-Yorke 混沌 不 同类 型 的 混沌 . 


1 习题 5 5 


习题 6.5 


Bera 

1. 试 判 别 下 列 一 维 单 参数 微分 方程 的 4 的 分 支 值 : 

(1) =4+2x+x?; 

(2) 1 =1+24r+x*; 

(3) 1 =x-34 +. 

2. 试 通过 计算 平衡 点 和 线性 奇 点 性 态 求 下 列 平面 单 参数 微分 方程 的 4 
的 分 支 值 ,并 画图 验证 ( 令 z = y): 

(1) zx+(z -A)x +x=0; 

(2) x+(x-DXx+A4r=0; 


(3) r+r+.r -A=0. 
3. 试 证 明 n 维 空间 中 容积 U 沿 驻 定 微 分 方程 的 解 的 变化 率 公 式 
(6.60). 


4. 试用 计算 机 绘 出 Lorenz 方程 (1.26) 在 参数 a=10,0= LABRA, 


1,0) 下 不 同 参数 c = >»13,20,120 的 轨 线 图 貌 . 
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"386.6 哈密 顿 方程 


6.6.1 完全 可 积 性 


在 第 一 章 提 到 大 量 物理 、 力 学 与 天 文 问题 的 数学 模型 可 由 哈 
密 顿 方程 描述 .这 一 节 我 们 讨论 哈密 顿 方程 的 一 些 性 质 ,哈密 顿 方 
程 的 研究 大 大 地 促进 了 非 线性 系统 理论 的 发 展 . 

哈密 顿 力学 系统 可 用 哈密 顿 (正则 ) 方 程 表示 为 


， q=, (6.62) 


其 中 (p,q)= (pi,p， Pr ，q1，92，"… ,qs ) 为 系统 的 n EA 
量 , 称 为 正则 变量 . p 称 为 系统 的 广义 坐标 ,9 称 为 广义 动量 , 互 称 
为 哈密 顿 函 数 或 能 量 函 数 .因由 H 可 了 唯一 确定 哈密 顿 方程 ,有 时 
称 哈 密 顿 方程 互 , 意 即 由 H 确定 的 哈密 顿 方程 (6.62). 


如 记 x=(p,9),J= | 7  ) 风 (6.62) 式 可 简写 为 


x=JV,H, 
这 里 V .为 梯度 向量 . 
w H=H(x)= 有 HH(p,g) 不 显 含 1, 此 时 方程 构成 相 空 间 (p， 


量 场 | 二 “2 28 E Ed E 
DA 7) AA et O 


H(p(t).q(1)=cC, (6.63) 
其 中 (jp(i),g(i)) 为 哈密 顿 方程 (6.62) 的 解 ,c 为 某 常 数 .因此 由 
$7.2 关于 首次 积分 的 定义 知 
性 质 1 哈密 顿 函数 H 是 哈密 顿 方程 (6.62) 的 首次 积分 . 
现 考虑 容积 U, 由 容积 变化 率 公式 (6.60), 沿 哈密 顿 方程 
(6.62) 有 


a= 


1dU  ， y] AL PA 18 
a = div(J V.H) = 2 (a 135) 


i=l 
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即 

性 质 2( 刘 维尔 保 积 定 理 ) 哈密 顿 方 程 是 保守 系统 . 相 空 间 
中 任何 区 域 U 沿 着 哈密 顿 方 程 轨 线 变化 其 体积 保持 不 变 ,二 维 相 
平面 上 哈密 顿 方程 轨 线 为 闭 曲 线 族 . 

由 性 质 2 知 哈密 顿 系统 内 不 可 能 存在 渐 近 稳定 平衡 点 和 渐 近 
稳定 极限 环 . 且 由 性 质 2 可 推出 

性 质 3( 庞 加 莱 回 归 定 理 ) 空间 中 任 一 点 xo 的 任 一 邻 域 U, 
必 存 在 xE U ,使 得 由 x 出 发 的 哈密 顿 方程 的 解 x(z) 必 回 到 U, 
即 存 在 上 ”>0, 使 得 x(1* )€ U. 

证 明 w DGt) 为 上 =0 时 邻 域 U 经 时 间 * 后 哈密 顿 方程 的 
解 所 在 的 区 域 ,由 性 质 2, U(z) 保 持 体积 不 变 . 因 此 ,对 U(z)(z = 
1,2,…) 必 相交 , 即 有 某 1 >&>0, 使 得 U(RINUMUIAD, FE, 
UCONU(L-kR)ÆD.WYEUMNUU-Rk), t> =1-k, WÄ 
xE U(0)= U, (648 y=x(t*)EU. 

性 质 4( 极 值 稳定 定理 ) 如 x 为 日 的 局 部 极 小 或 极 大 值 点 ， 
则 x 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定 的 . 

证 明 不 失 一 般 性 , 设 万 (0)=0,0 是 互 的 极 小 值 , 于 是 存在 
7>0, 使 得 当 0< || x ll <7 it, 8 H(x)>0.XHL e >0,H x= 
minie,7),M=miniH(x)| || x || =<}, H H(0)=0, R H 连续 ， 
则 存在 S,0<S<e, 使 得 xl<s 时 ,H(xr)<M. 于 是 对 | x | 
<9, 当 上 >0 时 ,过 xo 的 哈密 顿 方 程 的 解 (10% H(x(1)) = 
H(x 9) <M, AM || x(t) ll <r<e. 

BH,F,G 为 p,q,t 的 连续 可 微 实 值 函数 ,下 , G MAR 
(Poisson) 括 号 定义 为 

|F,G1=VF"V G= (5,57) (5235) 
容易 验证 泊 松 括号 满足 

(1) 反对 称 1F,GI= 一 1G,F|; 

(2) 双 线 性 {aF+bG,Ki=alF,K|+6b!G,Ki; 
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_ < /9F9G 3FaG 
= > la aa) 


i=] 


(3) 雅 可 比 (Jacobi) 行 列 式 
{H,|IF,GIl+|{F,{G,HIl+1{G,!H,F|}=0. 
对 哈密 顿 方 程 (6.62) 的 解 (p(z),qg(z)), 记 下 (ri) = 下 (PC)， 
q(t), OMA 


dF(#) .3F 


dt dt + {F,HI. 


于 是 

性 质 5 H,F,G 不 显 含 : 时 有 

(1) 当 且 仅 当 | 下 ,五 |=0 时 ,下 是 哈密 顿 方程 互 的 首次 积分 ; 

(2) 如 下 ,G 是 哈密 顿 方程 五 的 首次 积分 , 则 1 下 , GEER 
密 顿 方程 H 的 首次 积分 ; 

(3) [F,H Æ F ARREBATA A 的 解 的 关于 上 的 变化 率 . 

对 两 个 哈密 顿 方程 (6.62) 的 首次 积分 F,G, GHA|F,G| 
=0 时 , 称 下 ,G 为 对 合 的 . 

称 哈 密 顿 方程 (6.62) 是 完全 可 积 的 ,如 果 存 在 可 逆 ( 正 则 ) 变 


换 
J=p(p,9), 
0=w(p,g) 
将 哈密 顿 方 程 (6.62) 变 为 
dg 2H _ 
da ay od) 
dJ 3 万 
ds es. 


AI AR H(p, OEA HI), ARSS (JS da 0 J, ) AE 
HERM,0=(0,,0,, O JAHRE, o =(0,,0,, 0,0) HA 
率 . 
完全 可 积 哈 密 顿 方程 (6.62) 的 解 为 
0,(1£)=w,+0,(0), J,(1£)=J,(0), i=1,2,.…,n. 
进一步 研究 哈密 顿 方程 要 用 到 微分 形式 和 辛 流 形 、 辛 几何 等 
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一 系列 概念 、 性 质 ,这 里 我 们 只 给 出 较 容 易 理 解 的 重要 结果 

定理 15 ( 刘 维 尔 完 全 可 积 定理 ) 如果 2m” 维 哈密 顿 方程 
(6.62) 存 在 n 个 对 合 的 相互 独立 的 首次 积分 下 , 则 哈密 顿 方程 是 
完全 可 积 的 .方程 可 以 通过 ”个 首次 积分 求解 ,其 ”个 独立 的 对 
合 的 首次 积分 函数 所 确定 的 等 值 面 (6.63) 是 紧 的 且 连 通 的 ,对 应 
( 同 胚 ) 于 ” 维 不 变 环 面 . 

例 1 微分 方程 鞋 =y,y= 并 -过 是 哈密 顿 方 程 , 其 哈密 顿 函 
数 


1 1 
Hiz.y)=3y ke i A, 


如 图 (6.37). 


图 (6.37) ”哈密 顿 函数 图 H = Y a Jr + qe 


5812 考虑 $6.2 例 3 讨论 的 数学 摆 方 程 (6.16), 如 取 H = 
y + É(1—cos zx), 则 (6.16) 化 为 自由 度 为 n=1 的 二 维 哈密 屯 


方程 (6.62), 昌 是 其 首次 积分 , 因 n= 1, 数 学 摆 方 程 完 全 可 积 , 其 
DEE 


> i. i 


E E = 
= 2 4 4+42(1- = 
H 79 pa cos 1)=cC, 


如 图 (6.38). 


图 (6.38) 数学 摆 哈 密 顿 函数 图 


例 3 两 自由 度 的 振动 系统 的 哈密 顿 晒 数 为 
H(p Ptit) =S 2 (pi taigi), 
它 有 两 个 独立 的 首次 积分 
F; = pi + wigi» ¿=1,2, 


而 且 
|F F2) = > (2-2 
因此 首次 积分 El) ERA RENA IAE, AA 
由 度 的 振动 系统 是 完全 可 积 的 . 
实际 上 ,如 令 
p;=pisin OO, wiqi= picos Ôi, 1 =1,2, 
则 可 将 原 哈密 顿 方程 (6.62) 化 为 


AR p:=0, ¿¡=1,2, 


一 一 一 一 一 


解 得 


- 0 


得 到 两 自由 度 的 振动 系统 的 解 
b: = —w,A,sinlo +), q,=A,oos(w,t + y), ¿=1,2. 


6.6.2 KAM 定理 和 Mel nikov 函数 


现在 讨论 哈密 顿 方程 受 扰 动 后 的 性 态 以 及 平面 哈密 顿 方 程 受 
扰动 后 存在 混沌 的 条 件 . 刘 维尔 完全 可 积 定理 说 明 完 全 可 积 哈密 
顿 方程 可 以 通过 变换 把 原 哈 密 顿 方程 化 为 作用 量 - 角 变 量 坐 标 下 
的 方程 


6 = 5 = 四 = const, J= -也 = 
其 中 J=J(F)=(J, ,J，，"… J ) 为 作用 量 ,0 = (0,,0,,…,0,) 为 


n 维 不 变 环 面 上 的 角 变 量 .新 的 哈密 顿 函 数 H = HALA J 
ESA 

近 可 积 哈 密 顿 方程 定义 为 一 个 完全 可 积 哈密 顿 方程 H, (J) 
的 微小 扰动 

H(0,J)=H,(J)+H,(0,J), (6.64) 

Hp e 足够 小 . 

经 Kolmogorov 提出 、Arnold 完善 \Moser 发展 得 到 了 著名 的 

定理 16(KAM EE) 如果 哈密 顿 方程 (6.62) 是 近 可 积 和 充 
分 光滑 的 , 且 未 扰 可 积 方程 H,(J) 的 频率 0=(,,0,, 0,0, ) 满 
足 非 共振 条 件 


Jw 
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则 近 可 积 哈 密 顿 方程 运动 的 定性 性 质 和 未 扰 可 积 哈密 顿 方程 相 
同 . 
对 满足 KAM 定理 条 件 的 近 可 积 哈密 顿 方程 仍 存在 n 维 不 变 
环 面 , 虽 与 原 未 扰 可 积 哈 密 顿 方程 的 不 变 环 面 有 所 变形 ,但 拓扑 结 
构 不 变 ,被 称 为 KAM 环 面 ,如 图 (6.39) 所 示 '*' 引 .在 KAM 环 面 
内 的 小 范围 区 域内 亦 可 能 存在 混沌 ,这 能 很 好 地 解释 太阳 系 的 稳 
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MAS 
图 (6.39) KAM 定理 示意 图 


定性 问题 . 

近 可 积 哈密 顿 方 程 发 生 共 振 时 不 满足 KAM 定理 条 件 , 不 出 
现 KAM 环 面 ,运动 轨 线 可 能 很 复杂 ,出现 混 沌 现象 . 

平面 哈密 顿 方程 (6.62) 是 完全 可 积 方程 ,在 相 平 面 上 的 轨 线 
是 一 簇 闭 轨 或 是 趋 于 奇 点 的 同 宿 轨 或 异 窒 轨 , 如 果 能 用 解析 式 表 
示 其 同 宿 轨 或 异 宿 轨 , 则 对 了 蛤 密 顿 方 程 的 扰动 ,能 用 Mel nikov 方 
法 给 出 存在 混沌 的 条 件 . 

在 讨论 Mel nikov 方法 之 前 , 先 介绍 斯 梅 尔 提出 的 马蹄 映射 .斯 梅 尔 在 
20 世纪 60 年 代 初 曾 想 在 常 微分 方程 定义 的 动力 系统 中 寻找 结构 稳定 的 例 
子 , 结 果 发 现 了 含有 奇异 吸引 子 的 马蹄 . 

考虑 平面 R* 上 的 正方 形 S= [0,1] Xx [0,1] 映 射 f:S—R , mA (6.40), 


它 在 沿 垂直 方向 将 S 拉 长 x( >2) 倍 ,在 沿 水 平方 向 将 S 压缩 4 ( < 地 ) 倍 ， 

然后 弯曲 成 马路 形状 再 放 回 正方 形 S 上 ,使 弯曲 部 分 落 在 S 之 外 ,此 弯曲 的 

马蹄 形 便 是 S 在 映射 /下 的 像 /(S), 映 射 /被 称 为 Smale 马蹄 映射 ,简称 马 

路 映射 或 面包 师 变 换 . f(S) 在 S 内 的 部 分 Sn CS) = Vi U V, Vi, VERE 

HA 的 垂直 长 方 条 ,其 原 像 为 / (SNMf(S))= SNf*(S)= UUU,,U,,， 
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U, 是 厚 为 y ”的 水 平 长 方 条 ,有 F(U;,)= V,(i=1,2). 反 复 进行 f 映射 ,每 
次 马蹄 放 在 S 的 同样 位 置 .第 二 次 马蹄 留 在 S 内 的 部 分 为 SN 了 (5S) 中 
PCS), EÈ Vi , V: 内 四 个 更 罕 的 宽 为 4 的 垂直 长 方 条 V, (i,j=1,2),V， 
ZAR A USNIASIN FIS) =SNF SINS (SS) 是 四 个 U,, U, 
内 的 厚 为 x 的 水 平 长 方 条 U; (i,j=1,2), 4 V; = f (U;), U; = 
广 ”(V, ). 如 此 继续 , 当 n 一 co 时 ,有 


Ssa res) 
是 一 系列 由 单位 长 度 水 平 线段 组 成 的 康 托 (Cantor) 集 C, 表 为 [0,1] x C; m 


S = fs) 


VV VV 
(b) (c) (e) 


E (6.40) Smale 马 蹄 映射 F(S) 


是 一 系列 由 单位 长 度 垂直 线段 组 成 的 康 托 集 C , 表 为 Cx [0,1]; 而 集合 
4=S-。S。=CxC 
是 Smale 马蹄 映射 了 的 不 变 集 , 即 ZE A 时 ,对 任 整 数 n, 有 f°(z)EA,A 称 
为 Smale 马蹄 . 
ne 7 


为 了 解 Smale 马蹄 A 的 性 质 ,定义 两 个 符号 A = 10, 革 组 成 的 符号 动力 
系统 .A 的 元 可 组 成 双向 无 限 符号 序列 


+*+ 
a ="*""a-.;¡"a.34-¡4p94,42"a,”", 


其 中 a,€ A,iE2Z, 上 上 方 的 有 * 标记 的 元 ao 称 为 a 的 中 位 元 .符号 序列 的 集 
合 记 为 = {a| ,对 中 另 一 元 6=…65_,6b_1bob16,… ,定义 a 与 5 的 距离 
为 


d(a,b)= 5 la; -b l2", 


于 是 三 构成 一 距离 空间 .由 距离 的 定义 , 离 中 位 元 越 远 其 值 越 小 .a 的 e(> 
0) 邻 域 U.(a)= 11651d(a,6b)<e| 相 当 于 a PRIM a yo a apa, 


…an ,两 边 则 可 取 A 的 任何 元 的 序列 ,其 中 六 <。. 


在 5 上 定义 ( 左 ) 移 位 映射 
oo:E—>5, ola)=b, b=a,l, ViEZ， 

显然 a。'( 右 移 ) 存 在 .(Z,o) 构 成 一 动力 系统 , 称 为 符号 动力 系统 . 

对 ( 王 ,c) 动 力 系统 ,如果 定义 (alaz…as) 为 n Maar a, HAHAE 
限 循环 ,显然 a = (aja, a) 为 初 值 的 轨道 |e a)l E n 周期 轨道 . 
而 以 a=(…00a aiaoara00%),a= (ella, aiaal… 
a,11…) 为 初 值 的 轨道 1o (a)jiez 分 别 是 极限 点 为 序列 全 0 及 全 1 的 同 宿 
轨道 ;a=(…00a-.,…a-iaoalll…),5=(…1la-,…a aal00…) 为 初 
值 的 轨道 jc (a)jez 及 {o(5o)lecz 则 是 极限 点 为 序列 全 1 及 全 0 HRA 
轨道 . | 

任 取 a€ 53 及 a 的 任 邻 域 U.(a) ,显然 U.(a) 内 存在 周期 点 ,这 只 要 将 
中 央 区 在 邻 域 的 有 限 序 列 向 两 边 无 限 循环 即 可 ,因此 3 的 周期 点 集 在 内 
处 处 稠密 .甚至 可 以 定义 一 条 轨道 在 三 内 处 处 稠密 ,其 方法 是 作 一 符号 序列 
a 包含 所 有 的 周期 序列 (循环 的 不 计 ) ,这 可 按 周期 数 ”从 小 到 大 将 2" 个 满 
足 周期 数 n 的 所 有 周期 序列 从 中 位 起 向 右 排列 ,中 位 起 向 左 可 取 任 何 元 a = 
…0 100 01 10 11 000 001 010 011 100 101 110 111… ,这样 构 造 的 轨道 
|c"(a)i,ez 在 三 内 处 处 稠密 .此 外 , 因 三 中 的 点 是 不 可 数 的 ,否则 按 可 数 顺 
序 可 构造 一 个 与 每 一 点 均 不 同 的 点 而 产生 矛盾 ;而 5 中 的 周期 点 是 可 数 的 ， 

”了 


因此 ,Zz 中 的 非 周期 点 是 不 可 数 的 .由 距离 的 定义 ,任意 周期 及 非 周 期 轨道 均 


是 有 界 的 . 
现 证 对 5 中 的 任意 轨道 4 均 对 初 值 敏感 ,实际 上 对 任意 小 的 5, 只 要 取 


充分 大 使 得 和 <6, 于 是 只 要 令 b 为 a 中 的 第 位 元 a, 取 反 , 其 余 元 不 变 ， 


MW bE U, (a), E d(o”"(a),o"(5))=1, 这 证 明了 a 对 初 值 敏感 ,说 明 三 是 
混沌 集 . 
现 将 Smale 马蹄 A 和 符号 动力 系统 (5,o) 联 系 起 来 ,定义 映射 
?2 :4 一 之 
p(f(z))=op(z), VYzEA, 

其 中 p(z)=a = aaea, f (2)= Va ,; 当 f'(z)E V, Bf, a, = 0; 
f(z)E V; 时 ,a;=1. 于 是 ,如 记 f(z)=y,p(y)= 65E3, 则 应 证 6=o(a). 
实际 上 fC) = fG) = f(y), 因 此 ,f(y)E Vb=k-1S7!(z) 
E V, Sa; =k-1, 得 b; =a, Bf b= ol(a). 还 可 进一步 证 明 y 是 一 一 对 
应 且 连 续 ( 同 胚 ) 映 射 , 于 是 A,5 有 同样 的 性 质 

(1) A,Z 合 有 可 数 无 穷 多 条 任意 周期 的 周期 轨道 ; 

(2) 4,2 含有 不 可 数 无 穷 多 条 有 界 非 周 期 轨道 ; 

(3) 14,2 含有 一 条 在 其 上 处 处 稠密 的 轨道 ; 

(4) A ,Z 对 初 值 敏感 . 

这 证 明了 由 康 托 集 构成 的 不 变 集 A 具有 对 初 值 敏感 .无 法 预测 等 混沌 
特性 ,虽然 它 不 是 Li-Yorke 定义 下 的 混沌 ,A ,5 实际 上 是 一 个 与 普通 的 吸引 
子 ( 集 ) 不 同 的 奇异 吸引 子 . 

前 面 提 到 , 同 宿 轨 道 其 两 端 均 趋 于 同一 奇 点 ,此 奇 点 称 为 同 宿 点 ,而 同 宿 
轨道 实际 上 是 由 同 宿 点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 合 为 一 体 构成 . 当 系统 受到 扰动 
时 , 同 窒 轨道 会 破裂 ,原来 合 为 一 体 的 稳定 和 不 稳定 流 形变 为 相交 或 相 切 . 稳 
定 和 不 稳定 流 形 横 截 相交 时 其 相交 点 或 Poincaré 映射 点 如 Smale 马蹄 ,对 异 
宿 点 也 有 类 似 结果 .斯 梅 尔 证 明 ,对 映射 (微分 同 胚 ) 是 否 具有 Smale 马蹄 可 
以 通过 判别 是 否 存在 横 截 同 宿 ( 异 宿 ) 点 确定 ,这 是 Mel'nikov 方法 的 根据 . 

现在 介绍 Mel nikov 方法 .考虑 

x=f(x)+eg(x,t), (6.65) 
HP x=(x,, z2), g(x,t+T)=g(x,t), fg 充分 光滑 ,e 为 小 
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参数 .假设 

(1) x = f(x) 为 一 哈密 顿 方程 ,并 有 一 个 由 双 曲 鞍点 po 产生 
的 同 宿 轨道 ge); 

(2) Æ MP =|pl Ul A) ERI 内 充满 周期 轨道 族 qe (e). 
定义 Mel nikov 函数 为 


M(t) = | Pegle- 10) A glaole— 10), 0dde, (6.66) 


这 里 a Ab = ab - ab; 为 向 量 积 的 模 . 我 们 有 

定理 17(Melaikov EXE) 若 Mel nikov 函数 M(t) to 为 
简单 零点 , 即 M(t) =0, M (zo) 关 0, 则 当 e 充分 小 时 ,方程 
(6.65) 有 横 截 同 宿 点 ,从 而 方程 的 解 具 混沌 性 态 . 

定理 17 是 针对 同 宿 轨 的 ,如 图 (6.41). 对 异 宿 轨 也 有 相应 的 
Mel'nikov 函数 和 Mel nikov E FE, 当 蜡 宿 轨 的 Mel nikov 函数 
M(to) 是 i 的 简单 零点 时 亦 有 类 似 的 结果 ,如 图 (6.42). 


(-1,0) 


E (6.42) ” 异 窒 轨 与 模 截 异 宿 点 
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例 4 非 线 性 振荡 系统 
X+ zx- zx’ =ecos øt, 
它 可 化 为 方程 组 
t=y,5$= ata 十 Ecos wt. 
e=0 时 是 一 哈密 顿 方 程 H=32?+3y -247,H=1 对 应 同 宿 罗 
道 r” 
2=1-3 set (+ (0—40)) O) 

通过 计算 ,可 得 


M(t.)= (4 — 1 )eschrw’sin wto, 


因此 只 要 07 +3 Mel nikov 函数 是 5 的 简单 零点 .系统 的 角 
具 混沌 性 态 . 
6.6.3 MUF 


绝 大 部 分 的 常 微 分 方程 是 不 可 解 、 不 可 积 的 ,因此 必须 通过 稳 
定性 、 定 性 理论 方法 研究 常 微分 方程 的 解 的 性 质 . 长 期 以 来 ,可 积 
性 的 研究 处 于 低潮 ,但 20 世纪 60 年 代 以 来 ,在 自然 界 中 发 现 一 类 
有 重要 应 用 的 孤立 波 或 孤立 子 现象 ,而 孤立 子 恰好 对 应 于 完全 可 
积 的 哈密 顿 方程 . 

抓 立 子 是 由 偶 微 分 方程 描述 的 一 种 有 特殊 性 质 的 有 和 孤立 波形 
状 的 解 ,其 能 量 不 会 耗 散 或 分 散 . 当 两 个 或 多 个 能 量 不 同 的 孤立 波 
在 前 进 时 ,能 量 高 的 波 会 逐渐 赶 上 并 越过 能 量 低 的 波 而 保持 各 自 
的 波形 .如 图 (6.43) 所 示 . 

考虑 著名 的 KdV 孤立 子 方 程 

u, — 6uu, +t u., =0, (6.67) 

U, ,zz 表示 x=x(zi) 分 别 对 zt,z 的 偏 导数 . 设 u 存在 形 如 w= 

p(E£),E=x— at WHITER S7.1 411), H. £>+ oit, p(£)> 
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0. 将 pg(&) 代 入 KdV 方程 可 化 得 常 微分 方程 


d 
/ 
Y) 
jj 
Y 
fj 
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f 
j 
f 
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f 


DE 


图 (6.43) 两 孤立 子 图 


-agp +6992 +9 =0， 
其 中 LA 
一 9 二 30 tgo =c; 
ci 为 积分 常数 .上 式 乘 以 w 再 积分 之 ,得 
l > 3 /2 
AF to +79 CP C2» 
NARRA AARE E> tokt, p(E£)>0, HH cc, =c,= 
0, 上 式 变 为 wo = gp (a -29). 最 后 可 得 到 用 双 曲 函数 表示 的 精 
确 解 
a 2/1 
u = p(x- at) = -5 sech [5/2 (e =ar= Es), (6.68) 


其 中 6 为 积分 常数 ,表示 波峰 的 位 置 ,波峰 高 了 


四 位 物理 学 家 GGKM( 名 字 首 字母 ) 首 先 提 出 了 解 KdV 方程 
初 值 问题 的 反 散 射 方法 AMY GGKM 方法 .其 思想 是 将 KdV 方程 
的 解 x(z,z) 作 为 物理 学 上 著名 的 Schrödinger 方程 
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一 (xzyi) 一 A)0=0 
的 位 势 ,把 t 作为 参数 .而 Schrödinger 方程 是 一 类 常 微 分 特征 值 
方程 ( 见 附录 $4), 和 甜 阵 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 类 似 , 对 给 
定 的 位 势 u 有 相对 应 的 被 称 为 散射 数据 的 一 组 数据 &, Cn (Ren) > 
RE),T(A) 及 在 土 c 处 有 界 的 波 函 数 ,其 中 上, k 分 别 为 对 应 的 
离散 和 连续 特征 值 .GGKM 的 主要 贡献 是 发 现 了 位 势 wx(z,0) 和 
(zi) 之 间 对 应 的 散射 数据 有 简单 的 关系 
R,(2)=0, Ri)=0，'C (ER ,二 =4k2C (ER ,1), 


(6.69) 
R(k,t)=8ik° R(k,t), T(Ek,t)=0. 
解 相 应 的 常 微分 方程 ,可 得 
& (ti)= (0), CR ti)=C (ER 0), 
(6.70) 


R(k,1)=R(2,0)%", T(k,1)=T(2,0). 

RE KdV 方程 (6.67) 初 值 问题 x(z,0)= uo(z) 的 反 散 射 方 
法 就 是 先 求 出 对 应 位 势 为 wo(z) 的 Schrodinger 方程 的 散射 数据 
km s Cm Ri ) ,RAR),T(R) 及 在 +co 处 有 界 的 波 函 数 ,然后 利用 
式 (6.70) 得 到 位 势 为 w(x,t) 的 Schrödinger 方程 的 散射 数据 及 
在 tc 处 有 界 的 波 函 数 ,再 反 过 来 用 散射 数据 求 得 位 势 
u(x,t), BI KAV 方程 的 解 .这 种 求解 非 线 性 微分 方程 初 值 问题 
的 反 散 射 方法 和 解 线性 微分 方程 初 值 问题 的 Fourier 变换 方法 
非常 相似 , 又 称 反 散射 方法 为 非 线 性 Fourier 变换 方法 .如 图 
(6.44) 所 示 . 

研究 表明 Schrödinger 方程 的 每 一 个 离散 特征 值 对 应 KdV 方 
程 的 一 个 孤立 子 解 ,反之 亦 然 ,KdV 方程 的 初 值 函数 为 wx,(z)= 
-2sech x 时 可 用 反 散 射 方法 求 得 与 式 (6.68) 相 同 的 单 孤立 子 
解 ;而 用 初 值 函 数 为 wo(z)= -6sech x 则 可 用 反 散 射 方法 求 得 
双 孤 立 子 解 
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散射 u buu, +ihrx=0 反 散 射 
t=0 时 的 散射 最 ft>0 时 的 散射 量 
1= -Ka ,C,(k,,0), 常 微分 方程 n=- ka ,Ch,,1), 
R(k,0) (6.69) 初 值 问题 R(k,t) 


图 (6.44) 反 散 射 方法 


3 + 4cosh(81 —- 21) + cosh(641: — 4x) 
(cosh(361 —- 3x) + 3cosh(281 — 2))” 


(6.71) 


ulx,t)=-12 


双 和 孤立 子 解 图 如 图 (6.43). 

反 散 射 方法 可 以 推广 应 用 到 其 他 非 线 性 微分 方程 , 且 进 一 步 
研究 表明 可 用 反 散 射 方法 求解 的 有 重要 应 用 的 很 多 非 线性 微分 方 
程 都 可 对 应 完全 可 积 的 哈密 顿 方程 ,从 而 使 经 历 百 年 沉寂 的 可 积 
性 的 研究 又 掀起 了 热潮 . 


ETH 


习题 6.6 


AAA 


1. 试 证 明 泊 松 括号 满足 反对 称 、 双 线性 和 雅 可 比 行列 式 . 
2. 将 下 列 方程 化 为 险 密 顿 方程 ( 令 + = y), 并 画 出 其 相 图 : 
(1) x*+z-zr:=0; 
(2) ž+tz-zr’=0; 
(3) 对 一 工 + 工 一 0. 
3. 计算 例 4 中 的 Mel nikov 函数 M(to). 
4. 讨论 非 线 性 电容 的 振荡 电路 系统 t+ eki + r-r’ = epcos wt, 
(1) 求 系统 当 e=0 时 的 哈密 顿 函 数 ; 
(2) K H(zxz,y)=1 时 的 同 宿 轨 Po 的 参数 表示 式 ， 
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(3) 计算 同 宿 轨 Po 的 Melnikov PB M (to); 

(4) RWE M(to) 有 简单 零点 的 系统 混沌 的 条 件 . 

5. 推导 用 双 曲 函数 表示 y" =p (a -29) 的 精确 解 (6.68). 

6. 在 空间 (z,t,x) 中 画 出 KdV 方程 的 单 、 双 孤立 子 解 (6.68),(6.71) 
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本 章 主 要 讨论 非 线 性 微分 方程 ,包括 稳定 性 、 定 性 基本 理论 和 
分 支 、 混 沌 问题 及 哈密 顿 方程 . 

与 线性 微分 方程 有 本 质 的 不 同 , 非 线性 微分 方程 绝 大 多 数 是 
不 可 解 、 不 可 积 的 ,这 就 提出 能 否 仅 从 方程 的 结构 判断 其 解 的 性 态 
的 问题 . 解 的 性 态 中 最 基本 的 是 稳定 性 态 .在 $6.1 中 首先 给 出 稳 
定性 的 概念 并 讨论 按 线性 近似 决定 微分 方程 零 解 的 稳定 性 态 及 其 
判别 方法 .然后 在 $86.2 中 介绍 直接 判断 稳定 性 的 李 雅 普 诺 夫 V 
函数 方法 ,包括 V 函数 的 定 号 性 概念 和 用 VV 函数 判断 稳定 性 的 
基本 定理 及 线性 微分 方程 组 的 V 函数 的 构造 . $6.3 中 从 最 简单 
的 常 系 数 平面 线性 微分 方程 组 着 手 , 研 究 轨 线 在 相 平面 上 的 性 态 ， 
得 到 各 种 奇 点 类 型 .在 86.4 中 则 进一步 讨论 平面 非 线 性 微分 方 
程 组 解 的 全 局 图 摇 , 给 出 相 平 面 上 极限 环 的 存在 性 判断 方法 和 相 
平面 轨 线 图 倪 画 法 .在 $6.5 中 讨论 了 单 参数 一 维和 二 维 微分 方 
程 的 分 支 , 并 详细 分 析 了 Lorenz 方程 在 相 空间 中 的 轨 线 性 态 从 而 
弛 出 奇异 吸引 子 和 混沌 现象 .最 后 在 86.6 中 介绍 了 哈密 顿 方程 
的 可 积 性 、 近 可 积 与 混沌 问题 及 KdV 方程 的 孤立 子 解 . 8$6.5、 
36.6 中 虽然 概念 较 多 ,但 多 用 图 形 、 例 子 说 明 , 不 涉及 复杂 的 扒 
导 . 

这 一 章 的 内 容 较 多 ,提出 了 不 少 新 的 概念 和 方法 .学 习 时 ,要 
抓 住 一 条 线索 ,就 是 为 了 判断 微分 方程 解 的 性 态 , 如 何 从 线性 、 近 
似 线 性 逐步 深入 到 非 线性 .对 稳定 性 ,由 线性 系统 稳定 性 的 判别 开 
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始 ,最 后 对 非 线性 微分 方程 提出 一 般 的 V 函数 方法 .对 定性 ,从 分 
桥 平面 线性 奇 点 类 型 出 发 ,并 由 零 解 邻 域 的 局 部 性 态 过 渡 到 全 局 
的 图 久 , 包 括 相 平面 上 的 极限 环 及 生态 模型 的 全 局 性 态 .对 分 支 间 
题 ,也 是 由 简单 到 复杂 ,最 后 才 引 出 混沌 现象 . 

本 章 介 绍 的 属于 常 微分 方程 理论 中 的 主要 的 仍 在 发 展 中 的 几 
个 方面 :稳定 性 理论 .定性 理论 、 分 支 与 混沌 问题 及 哈密 顿 方程 . 线 
性 常 微分 方程 或 方程 组 由 于 满足 看 加 原理 ,存在 基本 解 组 ,其 理论 
已 较 完 善 .但 对 非 线 性 微分 方程 ,还 处 于 研究 发 展 阶 段 .特别 是 近 
30 年 来 发 现 了 由 分 支 而 致 混沌 的 复杂 的 新 的 类 型 的 解 ,导致 出 现 
寻找 自然 及 社会 科学 中 的 混沌 现象 的 热潮 ,并 产生 新 的 科学 方法 
论 ,冲击 了 几 百 年 来 牛顿 的 确定 论 . 

非 线 性 微分 方程 的 这 种 新 发 展 , 是 与 计算 机 信息 时 代 的 出 现 
密切 相关 的 . 正 是 由 于 计算 机 的 发 展 , 导 致 了 由 对 初 值 敏感 的 混沌 
现象 的 发 现 ,并 可 通过 计算 机 进行 数学 实验 和 数学 研究 .本 章 中 很 
多 内 容 可 以 用 计算 机 语言 进行 讨论 ,我 们 在 附录 开 中 列 出 了 有 关 
程序 ,有 条 件 的 读者 最 好 能 结合 这 些 程序 进行 学 习 . 
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由 于 一 阶 线性 偏 微分 方程 可 以 用 常 微分 方程 方法 求解 ,因此 
在 本 书 最 后 一 章 讨论 一 阶 线性 偏 微 分 方程 . 先 介 绍 线 性 及 拟 线性 
偏 微 分 方程 的 基本 概念 ,建立 常 微分 方程 首次 积分 和 一 阶 线性 偏 
微分 方程 的 关系 ,并 通过 首次 积分 求解 常 微分 方程 组 ;然后 再 讨论 
一 阶 线性 和 拟 线 性 偏 微 分 方程 的 求解 及 其 初始 值 问 题 ( 柯 西 
问题 ). 


$71 基本 概念 


一 阶 偏 微分 方程 是 由 自 变 量 zi , x; ,…,z, (n 之 2) ,未 知 函 数 
u 及 其 一 阶 偏 导数 了 ,5 ,5 志 组 成 的 关系 式 


9 da 9 
o + )=0. (7.1) 


F(z AE hy E E 
Tı Tə La 


O RS ,zs yu . 


相应 地 ， 


n ee 
2 ES rd XX ， 工 2 A 


~ du 
2 Xi (aista, En) zz O 67.2) 
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分 别 被 称 为 一 阶 线性 偏 微 分 方程 及 一 阶 齐 次 线性 偏 微分 方程 ;而 
> Y (21,225, , = Zh 


则 被 称 为 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 ,其 中 阻 数 X, X, Y, ,2 是 相应 
变 元 的 已 知 函 数 . 

RR u= p(zi,z A ) 称 为 偏 微分 方程 (7.1) 的 解 ,如 果 
它 在 (zi ar o a ) 空 间 的 某 个 域 D 内 连续 和 存在 一 阶 偏 导 数 ， 
当 把 它们 代入 的 相应 变 元 时 ,能 使 得 方程 (7.1) 对 于 这 些 自 变 
量 成 为 恒等式 .如 果 解 是 方程 的 一 切 解 的 一 般 表示 式 , 则 称 此 解 为 
通 解 . 解 x = p(x dr o a ) 可 以 想像 为 在 空间 (| ,rz;,，…, 工 , ， 
u) 中 的 一 张 n 维 曲 面 ,通常 称 为 偏 微 分 方程 (7.1) 的 积分 曲面 . 

例 1 考虑 最 简单 的 一 阶 齐 次 线性 偏 微分 方程 


d d 
3 +c3=0 BP u, +cu,=0 (c=comst>0), (7.4) 
T y 


如 令 u = f(&€), 其 中 &=y 一 cr,f 为 任意 可 微 函 数 , 则 u, = 
-cr u, =f, RADET. FEFA, KE wu = f(&) 为 方程 
(7.4) 的 解 .其 解 描述 了 以 速度 c 向 右 传播 而 不 改变 形状 的 波 , 称 
为 行 波 , 称 解 为 行 波 解 . 

例 2 考虑 拟 线性 方程 


u,gy,(2,y,4u)-=ug,(1,y,u)=0, 


其 中 g HE ARX. 
设 x=x(zyy) 为 方程 的 任 一 解 , 记 vlr, ,y)=glr,y, ulz, 
y)), 则 由 于 


d(u,v)_ u, u 


Hay) 


=u(g, + g,*4,)— u, (g. POB 


y 


Y. Uy 


= UE y — U Er =0, 
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lu, g(x,y,u))=0 或 u=eplglx,y,u)). 

注意 到 u 的 任意 性 ,可知 上 述 关 系 式 所 确定 的 隐 函 数 就 是 方程 的 
通 解 , 这 里 D 和 op 分 别 为 其 变 元 的 任意 可 微 郴 数 . 

特别 地 , 取 g= uy 一 工 , 则 拟 线 性 方程 变 为 u, + uu, =0, 它 的 
解 由 关系 式 = p(wuy 一 工 ) 所 确定 . 

上 述 求解 过 程 是 针对 具体 方程 给 出 的 ,我们 将 看 到 ,一 般 的 齐 
次 线性 方程 (7.2) 的 求解 过 程 与 写成 对 称 形 式 的 常 微分 方程 组 


dx, _ dz _dzx, 


"x= “=Í (7.5) 


发 生 密切 的 关系 .我 们 称 方程 (7.5) 为 齐 次 线性 偏 微 分 方程 (7.2) 
的 特征 方程 . 拟 线性 偏 微分 方程 (7.3) 的 求解 问题 则 可 化 为 (7.2) 
的 方程 类 型 来 处 理 . 下 面 逐 一 介绍 这 些 问题 . 


$7.2 一 阶 线性 偏 微 分 方程 与 
第 微分 方程 组 的 关系 


一 阶 线性 偏 微分 方程 和 常 微分 方程 组 的 首次 积分 密切 相关 . 
考虑 初 值 问题 


dy, 
po E E 


y; (x0)=y;, 


i=1,2,",n, (7.6) 


其 中 f 在 域 G 内 满足 存在 唯一 性 定理 的 条 件 ( 见 第 六 章 ) ,根据 这 
一 定理 ,上 述 初 值 问题 在 包含 点 (zv ; y1 »， Y. ) 的 某 个 域内 有 唯 
一 的 一 组 解 


y= plato ym yo), i=1,2,,m. 


利用 解 的 唯一 性 ,不 难 由 此 推出 关系 式 
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y= pC EosL ys Ya), ¿1=1,2,"",m. (7.7) 


容易 看 出 ,(7.7) 的 每 一 个 关系 式 的 右 端 函 数 p 都 有 这 样 的 特性 : 
设 y,(z)(i=1,2,…,n) 为 方程 组 (7.6) 的 经 过 点 (xo; yi ，…,y,) 
附近 的 任 一 解 , 当 把 它们 代入 gq 时 ,所 得 的 将 是 一 个 常数 , 且 此 常 
数值 随 不 同 解 而 异 , 这 种 郴 数 yp 就 称 为 方程 组 (7.6) 的 首次 积分 ， 
或 更 确切 地 定义 如 下 : 

在 域 G 内 连续 可 微 且 不 恒 等 于 常数 的 函数 Jp(z,y ，…，,yw )， 
如 果 其 中 的 变 元 w(i = 1,2,…,n) 用 方程 组 (7.5) 的 任 一 解 
yi(z)(i=1,2,…,n) 代 替 时 , 它 就 取 常 数值 (对 不 同 的 解 , 常 数值 
也 不 同 ) , 则 关系 式 ylz, ysy, ) =c 称 为 方程 组 (7.5) 的 首次 
积分 (有 时 也 称 y(z ,yi,…,y,) 为 首次 积分 ), 这 里 c 为 可 允许 范 
围 内 的 任意 常数 . 

方程 组 (7.6) 的 n 个 首次 积分 (zx,y1,…,y,)= c(ij=1,2， 
… ,7 ) 称 为 彼此 独立 的 ,如 果 雅 可 比 行 列 式 

IE dyn 
a a ÉS 


9 Y19Y29 ”yn 
Ip dp dh 


dy, Iy, dy, 


在 G 内 恒 不 为 0. 对 于 对 称 形 方 程 组 (7.5) 的 n- 1 个 首次 积分 
Pi (Xi em = Ze" 1), 则 用 和 矩阵 


IP 99 99,-1 
dx, IX, dr 
dp, dp, Ss 9 9, -1 
dx, dx, dx, 


的 秩 为 n -1 来 定义 它们 的 彼此 独立 性 . 
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下 面 讨 论 常 微分 方程 组 与 一 阶 线性 偏 微分 方程 之 间 的 关系 . 
先 看 n =1 的 情形 , 即 考虑 方程 


9 = f(x,y), (7.8) 


设 它 的 通 解 为 y= p(x,c), 从 中 解 出 c 即 得 
plix,jy)=c. 
显然 ,这 是 方程 (7.8) 的 首次 积分 , 今 以 方程 的 任 一 解 >(z) 代 人 ， 
然后 对 z 微分 这 一 等 式 就 得 
ag .9pdy _ 


一 一 一 一 


dx dydx > 


E + Sy) =0, 
BI w= yy(z,y) 为 一 阶 齐 次 线性 偏 微 分 方程 


du du _ 
qa Mary dz T (7.9) 


的 解 . 
反之 , 设 zx=zx(zyy) 为 方程 (7.9) 的 解 , 以 方程 (7.8) 的 任 一 
解 v(z) 代 入 后 ,再 对 zx 微分 ,我 们 将 得 到 


du du dudy_ du, , du 
上 A an 
dr dx dydr dx Mad 0, 


u(x, y(x))= const. 

这 表明 ulr, y)=c 是 方程 (7.8) 的 首次 积分 . 

综合 上 述 可 得 “wu = x(z,y) 为 (7.9) 的 解 的 充 要 条 件 是 
x( zy)=c 为 方程 (7.8) 的 首次 积分 .” 

这 一 结论 对 于 n >1 的 一 般 情况 也 成 立 .事实 上 ,我 们 有 下 面 
定理 . 

定理 1 y(xz,yi,…,y,)=c 是 方程 组 (7.6) 的 首次 积分 的 充 
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要 条 件 是 在 域 G 内 成 立 着 等 式 
A 了 + “人 
ES rial (7.10) 


UE RA aia G ,方程 


F plr, ysy) =c HERRI, M ylz, plr), 
P, (x )) = const, AM 


Esla pila), g(x))=0. 


特别 地 , 当 zx = zo 时 ,有 


9 

Fp Tos Yt," Ya) 
0 0 9 | 0 0 

T SRA 3.) 7y, To Yo + Y.) = () 
¡=1 i 


再 由 (zo,y1，…,y,)E€G 的 任意 性 , 推 知 等 式 (7.10) 在 G 内 成 
NE 

反之 , 车 等 式 (7.10) 在 G 内 成 立 ,自然 于 方程 组 (7.6) 的 解 
有 意义 之 处 也 成 立 ,因此 


la pla) pa) 


= (hr nh +12) =0 


Yi =p (2), 
i=1,2,,n 


或 
plr, p(z), plx))= const, 
BD ylz, y ,yw)=c 是 方程 组 (7.6) 的 首次 积分 . 
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$7.3 利用 首次 积分 求解 常 微分 方程 组 


考虑 方程 组 
ls 
SA ar) ¿=1,2,"",2n, (7.11) 
假设 f; 于 闭 域 9 上 连续 可 微 ,从 而 解 的 存在 唯一 性 定理 成 立 , 我 
们 有 
定理 2 如 果 
Play )=0),) j=1,2,"",m (7.12) 


是 方程 组 (7.11) 的 ”个 彼此 独立 的 首次 积分 , 则 方程 组 (7.11) 的 
任 一 解 均 可 由 (7.12) 通 过 选取 适当 的 一 组 常数 值 c; 而 确定 . 


证 明 ral AMO AAA 
9(y1 Y2" sYa) 


iH pK% 
YF pE sc ), ¿=1,2,”",8, (7.13) 
且 5 和 存在、 连续 
Se 


首先 ,我们 证 明 (7.13) 是 方程 组 (7.11) 的 解 .事实 上 ,显然 
nm A E Y a 


j=1,2,""",n, 
因而 


d se 了 

A (Po pn ) + 2 TA To pi pn) I 70, 
j=1,2Z,", A8 (7.14) 

另 一 方面 ,由 于 y=c (j=1,2,…,n) 是 (7.11) 的 首次 积分 ， 


根据 定理 工 , 在 上 有 
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9 
4 SES + =0, al A AR 


特别 地 对 yi 二 Di( Zicl Ci=T2, 2) 成 立 , 即 
3 
Ap) 之 fiCL pd ar 0, 
EL (7.15) 


于 是 由 (7.14) 减 去 (7. 15) 得 到 


pS ... 
DI Alepp) ]=0, j=1,2,=,n. 


et, h ERREA 
9(y1,y2° ) 


d . 
q= AET Di ds j=1,2,"",n. 


这 表明 
= cd i (7.13) 
为 方程 组 (7.11) 的 解 ,其 中 c, ,c,,…,c, 为 任意 常数 . 
现 设 方程 (7.11) 的 任 一 解 
和 a Ms 
w E, = Pi (or Ys 0,5, ) Ci i n), 则 由 上 述 知 y = 
Pi(Czici…c)(i=1,2,…,7) 为 方程 组 (7.11) 的 解 .注意 到 y 
(arto Ts Ya) = F; = lor EL )(6=152,*-, 2), 14% 
的 唯一 性 , 推 知 
PT = lza, ¿=1,2,"",n, 
从 而 y, = (12310, 1,0 )(i=1,2,…,n) 由 (7.12) 所 确定 ， 
只 需 取 ci = 6 = (20,1, 3)(i=1,2,…,n). 证 毕 . 
方程 组 (7.11) 的 ”个 彼此 独立 的 首次 积分 的 全 体 (7.12) 称 
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为 (7.11) 的 通 积分 .显然 ,求解 方程 组 (7.11) 的 问题 就 归结 为 寻求 
它 的 ”个 彼此 独立 的 首次 积分 . 

如 何 求 首 次 积分 呢 ? 没有 一 定 的 方法 ,但 如 果 能 得 到 常 微 分 
方程 的 含 任意 常 数 的 通 解 y=w(GCzyc) 或 %y,zyvc)=0, 则 当 


EE qa E, AURA c=Dl(x,y),D(x, y) 
即 为 首次 积分 .还 可 以 通过 构造 全 微分 d@(z,y)=0 得 到 首次 积 


分 B(x,y). 对 方程 组 (7.11) 因 需要 求 得 ”个 彼此 独立 的 首次 积 
分 ,更 好 的 办 法 是 将 其 写成 对 称 形式 


其 中 g = gof(j=1,2,…,n). 如 能 求 得 n+1 个 不 同时 为 零 的 函 
数 poo Hist o ,使 得 

1 Bogot Higi +*+ ppg, =O; 

2° jodr+ pdy, +++ jdy, =do, p 是 某 个 函数 ， 
则 g=c 就 是 方程 的 一 个 首次 积分 . 

例 1 求解 方程 组 


解 ”将 方程 写成 对 称 的 形式 


dx dy _ dz 


Pe la Ze (7.16) 


由 后 一 等 式 得 到 方程 组 的 一 个 首次 积分 之 = c. 


为 了 得 到 另 一 个 首次 积分 ,我们 用 r 乘 (7.16) 的 第 一 个 分 式 
的 分 子 和 分 母 , 用 y 乘 第 二 个 分 式 的 分 子 和 分 母 ,用 z 乘 第 三 个 
= S + 


分 式 的 分 子 和 分 母 ,然后 将 分 式 的 分 子 、 分 母 对 应 相 加 ,根据 比例 


的 性 质 就 得 到 
adxz + ydy + zdz _ dy 
xalx + y + z ) 2xy 


由 此 得 到 方程 组 的 又 一 个 首次 积分 


rty t 
m = C. 


y 
易 证 上 述 两 个 首次 积分 是 彼此 独立 的 ,因此 方程 组 的 通 积分 
可 表 为 


v= 

z “! 

2 2 2 

7 ty Ttg a 
y 

512 求 方程 组 
dz _dy_dz 
IZ YZ LY 
的 通 积分 . 


解 这 里 Zo = 12,81 = 92,82 = ty, M Po" Y yi = TI) 7 
222, MA pogo + yı gı + 282 =0,M podz + p dy + po dz = 
dlzy- z’), FÆ ry- 盖 =c) 为 方程 的 首次 积分 . 


又 从 方程 组 的 第 一 个 等 式 , 得 二 = cz, 它 也 是 方程 组 的 首次 积 


分 ,并 且 易 知 它 与 前 一 首次 积分 是 彼此 独立 的 .因此 我 们 得 到 方程 
组 的 通 积 分 


- 3 


其 中 A ,B,C 为 常数 . 
解 取 j= 全 rt ,p= 一 Hy,p2 =0, 而 得 第 -一 个 首次 积 


分 
A 


- B , 
o es 
类 似 地 取 yo =0, p = rt RRA ARA 
Da SR 
e o E e 
并 且 它 跟前 一 首次 积分 是 彼此 独立 的 ,于 是 它们 构成 方程 组 的 通 
积分 . 


$7.4 一 阶 线性 偏 微分 方程 的 解法 


这 一 他 将 讨论 一 阶 齐 次 线性 和 拟 线性 偏 微分 方程 的 通 解 的 结 
构 . 
首先 考虑 一 阶 齐 次 线性 偏 微分 方程 


n Ju E 
之 Xile saz, 2) 3 一 0， (7.2) 


假设 X; (zi 202, ,zx,)(i=1,2,…,n) 于 某 域 D 内 是 所 有 变 元 
的 连续 可 微 函 数 , 并 且 处 处 不 同时 为 零 . 
由 上 面 讨论 知 道 ,方程 (7.2) 的 解 必 为 常 微分 方程 组 


dx, dx dz, 
o. E (7.5) 


的 冯 次 积分 ,反之 亦 然 .下 面 讨论 方程 (7.2) 的 通 解 的 结构 ,我 们 有 

定理 3 BEglx xr, 2,)=c,(i=1,2,"",n-DEFA 

(7.5) 的 n 一 1 个 彼此 独立 的 首次 积分 , 则 方程 (7.2) 的 通 解 可 表 
332 > 


为 
u= Olp hs (7.17) 

其 中 更 是 其 变 元 的 任意 连续 可 微 函 数 . 

证 明 首先 证 明 Dlg, gpa pai) cle 为 任意 常数 ) 是 
(7.5) 的 首次 积分 ,从 而 (7.17) 为 方程 (7.2) 的 解 . 

事实 上 , 依 假 设 X,(i=1,2,…,n) 在 DD 内 处 处 不 同时 为 零 ， 
不 妨 设 X, 天 0 ,于 是 方程 (7.5) 的 解 可 表 为 xz; =g (x, )(j=1,2， 
…,n 一 1)( 即 视 r, AZE), X y=c(i=1,2,…,n 一 1) 是 方 
程 (7.5) 的 首次 积分 ,因此 有 
teta oil Tl 


ci(i 三 1,2,…,n 一 1) 为 相应 确定 的 常数 ,从 而 


= const, 
1 


DY, (z, sT ESEE D P MEN (z Ta), )) z, MASFEL 
j=1,2,”",1- 


这 表明 Pp dr pn- c 为 方程 (7.5) 的 首次 积分 . 

其 次 证 明 (7.17) 是 方程 (7.2) 的 通 解 ,这 只 须 证 明 对 于 方程 
(7.2) 的 任 一 解 u = pla rr ,Xx, ) ,必定 存在 关系 0,148 o= 
lpi dar 1) 成立 .事实 上 ,我 们 有 


n a TEET 

A A Si 

i=l Ti 

. Ib la, tr... 7.18 
Ninas) adan e (7.18) 
i=] Ti 


j= 1,2,",n- E 


依 假设 X (i=1,2, 1 Æ D 内 处 处 不 同时 为 零 , 由 线性 代数 方 
程 组 的 基本 理论 推 知 , 对 于 (7.18) 必 有 


: JS 


ap de ae 

dfi dx) T 

dp; dp, 1 
Mr 1d II, dz, zx, =0, 
9 Lyi E Fn . . . 

Ibn PB sit ALAS 

IL; dx, dt; 


这 就 是 说 p, 册 ，…,y,-1 是 函数 相关 的 , 即 它 们 之 间 存 在 着 函数 关 
系 , 而 已 知 Hip ,区 1 彼此 独立 ,因此 9 可 由 /| 
表示 , 即 p= @B( gi, py, ,1). 
这 一 事实 也 可 直接 证 明 如 下 :为 书写 方便 , 取 n=3, 注 意 到 
9( fi, p2) 
和 天 0， 
我 们 可 以 从 关系 式 ui, 一 AO PE DN bolt; e E T La y 
解 出 


T= (zs) :=w[13,41,2), 


于 是 


u= p(T T2273) = p(w ,wT3) = Bu ,us zi) 
余下 只 须 证 明 O 与 xz; 无关, MIS = 0, 为 此 ,注意 到 
3 


Ilp pih) -0 我 们 有 


GR PE 


dp 9 
du de 
de 2 2h 

x dx; dx, 
du yi 
dx; d1) 


了 1 dx d IX; dx, 
Jap, 3p, 3p, 3p h 
= Tx.d +3 d O Pd Jz, Jz, 
dp, db, 9y, dp, Ip 
eg Tı Ta dx: + 37 dx, dx, dx, 
99 99 29 
I£, dt, dx; 
3p Ip 9H, 
= fr Jr, da, dx,=0, 
da, dx, dx; 
或 者 展开 为 
2p 939 3p 3g 
dx, dx, dr, r} dx, Ix 
du 一 du, + du,=0, 
ap 3 加 | ” EXA DOS EE 
dx, 9 x2 IT, dx, IX; dt, 
9( gi, p2) 
ARO, RA 
| du = M,du, + M,du,. (7.19) 
另 一 方面 ,我 们 有 
35 35 a 
du = 5, du, + gr du, + 7 das EN 


由 (7.20) 减 去 (7.19) 


~ 


að 3 ID 
ES M, Jdu, + ES M, Jdu, + d2,=0, 
10 E dp, dp dp, 
即 (无 M, (Feaz, SM: P 


- 30 


a _ EZ KZ EZ )- ¿2 2 
+ (于 M: ) (Fed + ldr + dz, a 0, 


由 于 dx, dz, dr, EEEX , KEER E E N R B A AAA 
零 , 即 


由 前 两 式 推出 了 = M, le M, Hiram Z =0,+ 


是 zx =0D(u, , U2), 即 p=0D(4p,,p,). EX. 

正 是 因为 称 偏 微分 方程 的 解 为 积分 曲面 ,积分 曲面 由 特征 曲 
线 组 成 .而 首次 积分 代表 特征 曲线 ,要 通过 对 应 的 常 微分 方程 求 首 
次 积分 .因此 将 对 称 形 常 微分 方程 (7.5) 称 为 齐 次 线性 方程 (7.2) 
的 特征 方程 . 

例 1 KHE au, + pu, =0 的 通 解 ,其 中 a, p 为 常数 . 


解 特征 方程 为 "= DIAM pr ay=c 为 其 首次 积分 ,办 


此 所 求 通 解 为 uy = D( fr 一 ay), 其 中 B(&) 为 & 的 任意 连续 可 微 
函数 .这 正 与 $7.1 例 1 的 结果 一 样 . | 
例 2 求 yz, - zz, =0 的 通 解 . 


解 特征 方程 为 年 = -M aty =e 为 其 首次 积分 ,于 
是 所 求 通 解 为 z= w(x + y ), 其 中 为 任意 连续 可 微 函 数 . 


例 3 求解 方程 
B-C_du,C-A du, A=B ¿CA 
A YZ Se B E Jy C e roa . 


o * 


解 ” 特 征 方程 为 
Adz Bdy e Cdz 


(B=C)yz (C-A)zx CA-Blay” 
由 $7.3 例 3 知 
A 2 B 7 B 2 C y 
O 之 一 《2 


B-C% EC- 如 “C-A! A-B 
是 它 的 两 个 彼此 独立 的 首次 积分 ,因此 所 求 方程 的 通 解 为 


u=0/ A 2_ B 2 B 2 C 2) 
B-C CC A-B)?’ 


其 中 o HIERE S n MA. 
例 4 Raj E t a, y =O 的 通 解 


解 RENES 
dz C ET de 
E: 
容易 求 得 它 的 n 一 1 个 彼此 独立 的 首次 积分 
Ži La Po 
A SE > = Ca-l 
Xx t, A 
于 是 原 方程 的 通 解 可 表 为 
Tı T2 Ta-ı 
-= (2,2 E 
其 中 Dl(u, 47, 0.1) 4,07, zi 的 任意 连续 可 微 
函数 . 


现在 转 入 讨论 一 SERERE 
> Y, Cs Tn ;2) 5 ral AC A 52) (7.3) 


的 求解 问题 ,假定 Yie 0 DZ (Zi … 
x, ;z) 于 某 区 域内 是 所 有 变 元 的 连续 可 微 函 数 , 并 且 在 所 讨论 区 


域内 处 处 有 >)Y? 承 0. 为 书写 方便 ,我 们 以 n=2 的 情形 , 即 


“了 


> Y A =)j = Zla, rsg) (7.21) 


为 例 进行 讨论 . 
设 (7.21) 的 解 表 为 隐 函 数 形式 
(7.22) 


ulx,,x232)=0, 
我 们 来 分 析 一 下 ,函数 u 必须 满足 什么 关系 . 
设 于 天 0, 于 是 可 从 (7.22) 解 出 == F( zt,zz), 从 而 
ulx,,225fUzx,,22))=0. 
Z) 微 分 上 恒等式 ,得 到 


du du df du Auf _ 
dx, dzdx, ” dx, drdx, ” 
因而 
du 

a dx; 

47 es 1 1,2 

du 
dz 


将 xz=(zi,zz) 及 上 述 关系 式 代 人 方程 (7.21) ,并 注意 到 


2= zl,zz) 为 (7.21) 的 解 ,可 得 
du 


i 
da, 
en Y (21,1232)52=2Z(x,,1,52), 
iz] 
dz 


或 


Y, (Tis ziz) + Y, (araar) 


BI RŽ u 满足 一 D TE 
> Ys 22d E+ Za 2232)32=0, URSS 


(arar). 


且 当 以 (7.22) 所 确定 的 z= f(z,x;) 代 入 时 ,(7.23) 式 成 立 
。 358 > 


反之 ,车 u(x, 1252) 42 (7.23) M, E ZLA O, WAN 


(7.22) 就 是 方程 (7.21) 的 隐 式 解 . 
设 p (zx; stt) = ci(i= 1,2) 是 (7.23) 的 特征 方程 
dx, drz dz 


Ya. Xy de 
的 两 个 彼此 独立 的 首次 积分 , 则 由 定理 3, 方 程 (7.23) 的 通 解 可 表 
为 u 一 © (pis p), HH (u, u, ) 是 Uis U2 的 任意 连续 可 微 
函数 . 
MEZEA nt, O(g, s pa) = 0 就 是 方程 (7.21) 的 通 解 , 即 


车 z= g(xi,X;) 是 (7.21) 的 某 一 解 , 则 它 必 包 含 在 D(Y,,p,)=0 
之 中 ,也 即 当 选取 @ 为 某 一 函数 时 ,以 z=g(z, xz) 代入 
GB(yi,y;)=0 就 得 到 关于 zi,z? 的 等 式 . 

事实 上 ,由 定理 1 我们 有 


2 
Y. (Zi (TI » 2 
i=l 


Id ida y) 
E TS 


之 


ELE AA) =0, 
j=1,2, 

did 又 有 

> Y (x,,2238(x1,x2)) Z(ziyzzsg(ZI，Z2)). 

站 


9 d a 
> AA am gla 2 (32 Po, +2. 5£)=0, j=1,2, 


或 令 o, (1,,1,) = Pe (i=1,2), 而 将 上 式 
写 为 


Ti 


2 

ao lx,, 
Y Y (ar agla 2 1 AOT) o, ¡MI 
isl 


此 式 表明 e a Mj=1, de 
> ACTA EA ES ~- (7.24) 


的 解 .但 (7.24) 是 两 个 自 变量 的 一 AAA ER 
3 知 , 它 的 任 两 个 解 之 间 必 存在 着 范 数 关系 .于 是 必 有 更 使 
G(Cpi(zi,z),p(ziz))=0, 因 此 GCC )=0 是 (7.21) 的 
通 解 . 
易 见 上 述 讨 论 过 程 对 于 n >2 的 情形 也 完全 适用 .因此 ,我 们 
得 到 关于 一 阶 拟 线 性 偏 微 分 方程 (7.3) 的 通 解 结构 的 如 下 定理 . 
定理 4 设 yJ(r,…,X,;z)=c(i=1,2,…,n) 是 常 微分 方 


程 组 
dr, dx, _du _dz 
Fe Y, a Y Z (7.25) 
的 ”个 彼此 独立 的 首次 积分 ,那么 , 若 
Did. da,» pa) =0, (7.26) 


这 里 (u, uz, u, ) Ñ u,,U4,7, u, 的 任意 连续 可 微 函 数 , 并 
能 从 (7.26) 确 定 函 数 = = 2x0, ,zi ，…,z), 则 (7.26) 即 为 拟 线性 
方程 (7.3) 的 通 解 . 


方程 (7.25) 称 为 拟 线性 方程 (7.3) 的 特征 方程 . 
9 dz 2 2 
例 5 求解 线性 方程 y 3 egr - y’. 
解 ” 特 征 方程 为 
dr_ dy _ dz 
e...” 
容易 求 得 它 的 两 个 彼此 独立 的 首次 积分 
z? + y =c, 和 ay+z=c,, 
因此 ,所 求 偏 微 分 方程 的 通 解 为 
lr’ +y ,ryt+z)=0, 
其 中 @B(u Ju ) 为 u, ,ws 的 任意 连续 可 微 函 数 . 
: 360 + 


例 6 求解 拟 线性 方程 y 了 = x. 

i REAL LE, 易 见 y= c, 就 是 它 的 一 个 首次 
积分 .为 了 求 其 另 一 ABRA TA y= ci 代 和 上述 方 程 ,然后 
积分 可 得 

z=c,ed. 
最 后 得 到 两 个 首次 积分 y=<c MH ze y = c .经 检验 它们 还 是 彼此 
独立 的 ,因此 所 求 偏 微分 方程 的 通 解 可 表 为 
G(y,zey)=0， 

其 中 Dlu, su) 为 ul , U2 的 任意 连续 可 微 肾 数 . 

例 7 试 求 方 程 

(y - bz) SŽ - (æ ~ ar) = ba — ay 

的 通 解 ,这 里 a,b 为 常数 . 

解 ”不 难 求 出 特征 方程 


a dz 
rola bx = ay 
的 现 个 首次 积分 
J 三 art+by+z=cl, 
pEr ty tz =c, 
并 且 和 矩阵 
i e 2 
dx dy dz =- [4 b | 
dp, db, dp, 2x 2y 2z 


de y De 
的 秩 等 于 2, 即 y = cj 与 jy, = cs, 彼此 独立 ,于 是 所 求 通 解 为 
Dlar+by+z,3 +y +z)=0, 
其 中 (u, YA u, ,us 的 任意 连续 可 微 函数 . 
* 361 ， 


$7.5 柯 西 问题 


上 述 一 阶 线性 ( 拟 线 性 ) 偏 微分 方程 的 求解 过 程 ,可 以 用 几何 

的 语言 给 予 直 观 的 解释 .考虑 三 维 空间 的 一 个 连续 向 量 场 
F=Plx,y,z)i+ Q(z, yz) tR(z;y,z)k, 

其 中 P,Q, R 为 z,y,z 的 连续 函数 ,而 i,j,k 是 沿 坐 标 轴 的 单位 

向 量 . 

空间 的 一 条 曲线 , 若 其 上 每 点 的 切 向 量 上 =idz+jdy+Kdz 
与 该 点 的 场 向 量 F 共 线 , 则 称 该 曲线 为 此 向 量 场 的 特征 曲线 . 易 
见 特征 曲线 可 由 微分 方程 式 

E = Y az (7.27) 
来 确定 . 

由 特征 曲线 组 成 的 曲面 ,确切 地 说 ,如 果 特 征 曲 线 与 曲面 有 一 
交点 , 则 曲线 就 整 条 落 在 曲面 上 ,这样 的 曲面 称 为 特征 曲面 .因此 ， 
特征 曲面 上 任 一 点 处 其 法 向 量 N 与 向 量 场 的 向 量 正 正 交 , 即 

N:F=0 (7.28) 

FATE HA e OE R ===(z,y) 时 ,N= i+ GE j- k, 

从 而 关系 式 (7.28 ) 为 
9 dz 
Pr QGG7R. (7.29) 


RE OEA a, y, z) =0 时 ,N= Si + 3 


L 


+ Sk ,这 时 (7.28) 为 
du du du 
PL tQG7+R GEO (7.30) 


即 是 说 一 阶 线性 ( 拟 线性 ) 偏 微分 方程 的 解 (积分 曲面 ) 是 特征 
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曲面 ,特征 曲面 由 特征 曲线 组 成 ,而 寻求 特征 曲线 的 问题 归结 为 求 
解 常 微分 方程 组 .也 就 是 说 ,一 阶 线 性 ( 拟 线 性 ) 偏 微分 方程 的 求解 
问题 可 以 归结 为 求解 常 微 分 方程 组 问题 ,这 正 与 前 面 的 分 析 结 论 
相 一 致 . 

所 谓 柯 西 问题 ,用 几何 的 语言 说 ,就 是 求 一 阶 偏 微分 方程 
(7.29) 或 (7.30) 的 通过 某 一 给 定 曲 线 的 积分 曲面 .这 里 必须 指出 ， 
对 于 某 些 曲 线 ( 辟 如 特征 曲线 ) 柯 西 问 题 是 不 确定 的 ,因为 对 一 条 
特征 曲线 而 言 , 可 以 有 无 穷 多 个 特征 曲面 经 过 它 ; 而 对 于 另外 一 些 
曲线 , 柯 西 问题 甚至 没有 解 存 在 .但 是 我 们 有 下 面 的 一 般 结 果 . 

定理 5 假设 方程 (7.2) 中 X; (21, £2, z, )(i=1,2,… 
n) 于 域 D 内 是 所 有 变 元 的 连续 可 微 函 数 , 目 X, 关 0, 则 柯 西 问题 

a du 
24 Xi (21 920» A) 0, (7.31) 
ula oa arta sre) 
存在 唯一 解 ,其 中 z, 是 任意 给 定 的 数 , f(x trn | ) 是 它 的 
变 元 的 已 知 可 微 函 数 . 

证 明 Eglr rr, 2)=c(i=1,2,"",n 一 1) 是 特征 

方程 
dx, dx, dz, 


> cido 
的 n 一 1 个 彼此 独立 的 首次 积分 , 令 
Pla Te) 一 Wi 人 (Zi 二 1)， ¿=1,2,..4 —-1. 


(7.32) 


(7:5) 


9( gi, po» y Pa 1) 
a e 我 们 可 从 (7.32) 确 定 出 


9 Li, LT) 
£i = wiis P233 P1), ¿=1,2,""",n->1, (7.33) 
同时 w,(i=1,2,…,n 一 1) 关 于 它 的 变 元 具有 连续 的 一 阶 偏 导 数 . 
可 以 断言 ， 
” 3037 


u = fla (hp Y, -1))= SC ,内 > 1) 
o 


就 是 柯 西 问题 (7.31) 的 解 
事实 上 , 若 记 X[u]=X, 了 + EN + 


x[0]=52 XL + ES Ed 


OS dl Piro u=0 满足 
方程 (7.2); 又 当 z, = xz, 时 ,注意 到 (7.32) 和 (7.33), 有 w= 
Mar ,XT,-1), 就 是 说 (7.34) 为 问题 (7.31) 的 解 . 
现在 进一步 证 明 ,问题 (7.31) 的 解 是 唯一 的 . 设 x = ula, 
a Zr) 也 是 问题 (7.31) 的 解 , 记 (7.34) 为 wii(Cziyzz，…Zzn)， 
则 必 有 
本 人 
事实 上 ,ww (zz…z)=c(i=1,2) 均 为 (7.5) 的 首次 积 
分 ,于 是 对 (7.5) 的 任 一 解 x, = x, (zz…z)(i=12.…， 
n 一 1) 有 
Ulz, 22 O = E EE RE 1 29) = i EEE , 1) 
= w(x ,TT 1 a = u(r 22 ,7, ). 
由 解 xz;(i=1,2,…,n 一 1) 的 任意 性 可 知 ,对 于 变量 zl , x, ,…， 
Aa AR lx dr o XT,.-1) 有 定义 ,就 有 u (zz 0» 
= 让 毕 . 
关于 拟 线 性 一 阶 偏 微 分 方程 的 柯 西 问题 类 似 地 有 
定理 6 假定 方程 (7.3) 中 Y, (zi, z2, æ; z)(i=1,2, 
eon) Z(t ,x,，,…,X, ;Zz) 于 某 域内 是 所 有 变 元 的 连续 可 微 函 
数 , 并 且 Y, 关 0, 那 么 , 柯 西 问题 


n 

dz 
Pu E, 2) 532 Z (2 1,%2) 0,2, 52), 
i=l i 


al... = 
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存在 唯一 解 ,其 中 z, 为 任意 给 定 的 数 ,g 为 关于 它 的 变 元 连续 可 


微 的 已 知 函数 . 
例 1 求 柯 西 问 题 
9z gz -0 
alo.” y 
的 解 . 


解 。 积 分 特征 方程 = DA a t 办 = ,从 而 方程 的 通 解 
为 


2=pla* + y”), 
其 中 o 为 其 变 元 的 任意 可 微 函 数 . 
计 及 所 给 条 件 得 g(y )= y ,因而 pl + y?) = 2 + y, 
所 求解 为 z=x +y. 
顺便 指出 ,这 里 也 可 视 所 给 方程 为 拟 线 性 方程 ,而 求 出 特征 
方程 


es E: - 0 
的 两 个 彼此 独立 的 首次 积分 2=0c Ma +y =c,, 再 由 z= ， 
rT ty =cs 和 xz=0,z=y 消去 x,y,z 得 c, =c,, 因 此 z= r+ 
y 就 是 所 求 的 解 . 
例 2 给 定 方程 
(97 b2)55= (2 - az) Š = br — ay (16%-1), 


求 满足 条 件 x =0 时 z= y 的 解 . 
解 由 $7.4 例 7 知道 
ar+tby+z=c,,0 ty +z =c, 


是 其 特征 方程 的 两 个 彼此 独立 的 首次 积分 ,由 它们 和 条 件 z=0 
时 ,z=y 一 起 得 到 2|( ) = c, ,因此 所 求 的 解 为 


1 
b+1 
- SO 


的 解 . 
解 REA = EL E E A Y 


的 首次 积分 


w+ 二 = cl 2y-=u*=cC), 

利用 上 式 和 初 值 条 件 zx+y=1 时 x=0, 消 去 z,y,x 得 到 

c¡(2-c,)=2, 
于 是 (u+-)2-2y+u?)=2 
或 

ET 
就 是 所 求 的 解 . 

614 求 柯 西 问题 

dz dz 2 2 

rt+y=0, z=0 
的 解 . 


解 特征 方程 A = AMBOS BA 


Fr ty DPE o y 
即 得 c, =0, 因 此 所 求 的 解 为 2z= — (a + y)”. 

pis 求 方程 
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Tay >ar 

通过 圆周 z=1,x + y =4 的 积分 曲面 . 
E ”求解 方程 组 

dx _dy_dz 

e E > 0 


得 到 特征 曲线 族 z= cl,z+ 交 =c，, 易 见 所 给 圆周 恰 为 特征 曲 
线 , 因 此 问题 是 不 确定 的 .事实 上 ,不 难看 出 4z=x +y ;z= 
rT +y -3;zx ty +2 =5 等 均 为 问题 的 解 . 
例 6 求 方 程 
az əz] 
E ESA E 
通过 曲线 r= s, y = s’, z = s 的 积分 曲面 ,s 为 参数 . 
解 引入 新 参数 1 FS dr = -dy = dz = di, 则 此 方程 组 满 
足 条 件 z(to)==s,y(to)=s ,z(to)=s 的 解 ,就 是 经 过 原 给 曲线 
的 特征 曲线 ,在 此 就 是 z=t1+s,y= -t+s ,z=t+s (这 里 取 
to = 二 0), 注 意 到 积分 曲面 由 特征 曲线 组 成 ,因此 上 述 特 征 曲 线 族 的 


全 体 就 是 所 求 的 积分 曲面 . 
M7 
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Bee PAR. 
1. 求 下 列 方程 组 的 通 积分 及 满足 指定 条 件 的 解 : 


d d 
(1) 开工 二 二 


d d 
(2) q y td AL ¿=0B,7=-2,y=0; 


d d 
(3) q =-2y 2= 2 y, M ¿=0H,x= y=1; 


2. 求 下 列 方程 的 通 解 及 满足 给 定 条 件 的 解 : 
(1) yu, — xu, + (x° - y )u,=0; 
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(2) (z? -2y2- y )u, + (xy + rz)u, + (xy- 22z)u,=0; 
(3) x?’ z, - zyz, + y =0; 
(4) (y x-22%)2, + (Qy' - a? y)z, =9%z2 (1? - y); 


(5) x ZE + y GE + e E= mun 为 自然 数 ) 


du du 
Eia — + + 十 —= + +z; 
(6) (ut yá 270 Cutet) (utz Ni a+ty+z 


(7) Y AE IEE 


dx zr dy zxy 


z 9 
(8) (y+ Dr ty ley 


(9) +3- 天 = =,y=1,z=3z 

(10) yz Z+ =o, 2=0,2=y. 

3. AAA O 为 任意 常数 ); 
(1) z= azy; 

(2) xyz=a; 

(3) z’ = axy. 


4. 试 证 方程 (第 二 章 (2.42) 式 ) 
M(xr,y)dr+ N(x,y)dy=0 
有 仅 与 x 有 关 的 积分 因子 的 充 要 条 件 是 
aM _ƏN 


dy da 
N 


仅 是 x 的 函数 . 
5. 证 明 以 坐标 原点 为 顶点 的 锥 面 方程 可 写 为 


(这 n ealz 
其 中 D, p AHE T HI a ARA 


ny ESA 47) 


一 阶 线性 偏 微分 方程 的 通 解 可 由 对 应 的 常 微分 方程 组 的 首次 
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积分 构成 . 学 习 时 首先 要 对 概念 与 基本 关系 理解 清楚 ,包括 首次 积 
分 及 其 相互 独立 性 ,以 及 线性 、 拟 线性 、 通 解 、 对 称 形 等 概念 ,以 及 
一 阶 线 性 偏 微分 方程 的 解 等 价 于 对 应 常 微分 方程 组 的 首次 积分 ， 
本 章 中 还 反复 用 到 函数 相关 性 及 函数 变量 之 问 的 转换 . 

其 次 要 熟练 掌握 求 常 微分 方程 组 的 首次 积分 的 方法 ,一 是 化 
为 一 阶 微分 方程 求 通 解 ,然后 求 任意 常数 的 显 式 表示 得 首次 积分 ， 
更 常用 的 是 直接 对 对 称 形 常 微分 方程 组 通过 分 子 、 分 母 的 组 合 构 
成 全 微分 而 得 .这 里 涉及 的 常 微分 方程 组 的 初等 积分 法 与 第 二 章 
一 阶 微分 方程 的 初等 解法 相互 对 应 ,其 常 微分 方程 组 不 限于 线性 . 

此 外 ,理解 一 阶 齐 次 线性 及 非 齐 次 拟 线 性 偏 微 分 方程 的 通 解 
是 由 对 应 的 对 称 形 常 微分 方程 组 的 n 一 1 及 nn 个 首次 积分 的 任意 
函数 构成 ,给 出 其 初 值 条 件 的 柯 西 问题 即 由 初 值 条 件 确定 其 角 
函数 . 

最 后 ,对 一 阶 线性 偏 微 分 方程 的 解 应 通过 几何 直观 给 予 充分 
理解 ,由 于 定理 叙述 的 需要 把 几何 解释 放 在 最 后 . 偏 微分 方程 的 角 
可 看 成 积分 曲面 ,而 首次 积分 表示 为 特征 曲线 ,由 特征 曲线 构成 积 
分 曲面 .因此 ,可 以 用 常 微分 方程 方法 解 一 阶 线性 偏 微分 方程 

本 章 中 的 方法 仅 是 解 一 阶 线性 偏 微分 方程 的 特征 曲线 方法 ， 
其 实 尚 有 署 级 数 展开 、 降 维 等 方法 ,可 参看 其 他 偏 微 分 方程 教程 
由 于 物理 、 力 学 中 提出 大 量 偏 微分 方程 问题 ,归结 为 数学 物理 广 
程 ,有 必要 专门 学 习 数学 物理 方程 的 理论 和 求解 方法 . 因此 , 尚 有 
数学 物理 方程 和 数学 物理 方法 的 教程 ,其 中 的 数学 物理 方法 往往 
包含 属 常 微分 方程 范围 的 二 阶 线性 微分 方程 所 定义 的 特殊 函数 . 
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边 值 问题 


本 课程 主要 研究 微分 方程 的 求解 及 解 的 性 质 .讨论 的 定 解 问 
题 是 初 值 问题 ( 柯 西 问题 ), 以 初始 值 条 件 作为 求 微分 方程 解 的 补 
充 条 件 ; 还 有 一 类 定 解 问题 是 边 值 问 题 ,其 补充 条 件 由 以 自 变量 取 
某 些 值 时 未 知 函 数 及 其 导数 的 值 而 定 , 称 其 为 边 值 条 件 ,许多 数学 
和 物理 问题 都 归结 为 微分 方程 边 值 问 题 . 本 附录 将 研究 有 重要 应 
用 价值 的 二 阶 线性 微分 方程 边 值 问题 ,包括 边 值 问 题 的 存在 唯一 
性 及 其 解法 ;并 讨论 了 与 之 有 关 的 格林 函数 、 本 征 值 和 本 征 函 数 . 


$1 边 值 问题 的 存在 唯一 性 


对 n 阶 微分 方程 
y = fla yy y 
如 果 能 在 不 同 的 两 点 a 和 2 处 ,唯一 地 刻画 n 个 附加 条 件 , 并 且 
在 区 间 c 委 :上 委 上 求解 , 则 称 此 为 边 值 问题 . 
二 阶 线性 微分 方程 
y +plidly +qlady= f(x), (1) 
其 中 y= ylr)A RMK, pl) ql), f(x) H E AER 
数 .微分 方程 (1) 的 边界 条 件 可 以 有 多 种 ,如 
. 第 一 类 边 值 条 件 :y(a)=a,y(b)= 8B; (2) 
第 二 类 边 值 条 件 :y (a) =a,y (b)=8; 
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第 三 类 边 值 条 件 :&y(ae)+RAy(a)=7ky(O)+AY (b) 
= Y2; 

周期 边 值 条 件 :y(a)=y(6b),y (a)=y (6b) (3) 
等 .更 一 般 地 ,可 把 各 式 合并 写 为 

U,[y]=awyl(a)+ Boy(b)tany (a) + Bay (b)=7;, 

¿=1,2, (4) 
其 中 a; Bj ,1,(1=1,2,1=0,D ÆA K. 

如 果 微 分 方程 (1) 和 边 值 条 件 (4) 都 是 齐 次 的 , 即 F(z)=0， 
Y, =0G=1,2), 则 边 值 问题 称 为 齐 次 的 ;在 其 他 任何 情况 下 , 即 只 
要 flr), n ,7Y; 中 有 一 个 不 为 零 , 则 边 值 问题 称 为 非 齐 次 的 . 

解 边 值 问题 (1),(2) 或 者 说 求 边 值 问 题 (1),(2) 的 解 y = 
y(Z), 就 是 寻找 微分 方程 (1) 的 解 y = y(z) 使 得 它 满足 边 值 条 件 
(2). 从 几何 上 看 就 相当 于 在 Ory 平面 上 寻找 一 条 曲线 y= yl), 
使 它 通过 (a ,a) 和 (65,B) 两 点 ,并 在 区 间 (a,5。) 内 满足 微分 方程 
(1)( 见 图 ( 工 一 1)). 


图 (了 一 1) 


和 初 值 问 题 一 样 , 边 值 问 题 同样 有 关于 解 的 存在 与 唯一 性 的 
问题 . 先 看 如 下 两 个 简单 的 例子 . 
例 1 考虑 边 值 问题 


y +y=0, (5) 


y(0)=0,y(r)=1. (6) 
由 于 方程 ($) 的 通 解 为 
y=cicos T+c,sin 1, (7) 


其 中 c, ,c, 是 任意 常数 .容易 看 到 ,不 论 cl,cz 取 怎样 的 数值 ,都 不 
能 使 此 解 同时 满足 (6) 中 的 两 个 边 值 条 件 . 事实 上 ,如 果 将 条 件 
y(0) =0 代 入 通 解 (7), 可 得 c; =0, 而 由 条 件 y(r) =1, 得 到 c = 
一 1. 这 两 个 结果 互相 矛盾 ,因此 边 值 问题 (5),(6) 无 解 . 
例 2 考虑 边 值 问题 
y +y=0, (S) 
y(0)=0, y(r) =0. (8) 
容易 看 出 ,将 边 值 条 件 (8) 代 人 方程 (5) 的 通 解 (7) ,只 能 定 出 c, = 
0, 于 是 边 值 问题 (5),(8) 有 无 穷 多 个 解 
y=Cc,sin TX, 
其 中 c, 是 任意 常数 . 
我 们 注意 ,对 于 初 值 问题 
es 。 
yl(x0)= 1. (Tz0)= yo 
ADE) AEB fr y ) 及 其 偏 导 数 f(x,y,y IM y 1) 
连续 , 解 总 是 存在 而 且 唯 一 的 .但 是 对 同样 方程 的 边 值 问题 
y=f(zr,y,y ), 
yla)=a, y(b)=8 
来 说 ,正如 在 例 1、 例 2 所 看 到 的 ,即使 函数 f 及 其 有 关 偏 导数 连 
续 ,还 不 能 保证 解 的 存在 唯一 ,因此 边 值 问题 的 存在 唯一 性 要 比 初 
值 问题 的 复杂 .这 里 不 作 更 多 的 讨论 ,我 们 只 对 二 阶 线性 常 微 分 方 
程 的 边 值 问题 指出 如 下 结论 . 
定理 1 如 果 已 知 非 齐 次 微分 方程 
y +p(x)y + glady= fx) (1) 
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的 一 个 解 y(z) ,以 及 对 应 的 齐 次 微分 方程 
y +plaly +qlx)y=0 (9) 
的 基本 解 组 ww(z),y (z), 则 边 值 问题 (1),(4) 可 解 的 充分 必要 
条 件 是 :和 矩阵 
Uly] Ujly2] UilyoJ- 7, 
Pero U [ y, ] A dió i 
和 和 矩阵 
tido | 
Uly] Uly] 
具有 相同 的 秩 ; 而 边 值 问题 (9),(4) 可 解 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 
pla U, [y] 4 
Uly] Uly] 7 
与 矩阵 (11) 具 有 相同 的 秩 . 而 且 边 值 问题 有 唯一 非 平 凡 解 的 充分 
必要 条 件 是 这 些 和 矩阵 的 秩 均 等 于 2. 
证 明 并 不 很 难 , 请 读者 自行 证 明之 . 
最 后 我 们 约定 ,在 下 面 的 讨论 中 ,总 是 假设 所 考虑 的 边 值 问题 
的 解 是 存在 且 唯 一 的 . 
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求解 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 边 值 问题 常用 的 方法 是 待定 常数 
法 .如 果 对 边 值 问题 中 所 考虑 的 微分 方程 的 通 解 可 以 求 出 , 则 利用 
给 定 的 边 值 条 件 确 定 其 中 的 任意 常数 , 便 可 求 得 所 讨论 的 边 值 问 
题 的 特 解 ,这 种 方法 称 为 待定 常数 法 . 
例 3 求解 边 值 问题 
y=0, (13) 
y(0)=a, y(1)=8B, (14) 
其 中 a,B 是 给 定 的 常数 ,由 于 方程 (13) 有 通 解 y= c+ c,x, 以 边 
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(11) 


(12) 


值 条 件 (14) 代 入 得 到 


cl1=ay cl+cz = 有 ， (15) 
即 得 c, = a,cs=B-a, 因 此 求 出 边 值 问 题 (13),(14) 的 解 为 
y=a+(PB-a)z. (16) 


从 上 述 例子 看 到 ,运用 待定 常数 法 关键 在 于 求 出 所 考虑 的 微 
分 方程 的 通 解 .我 们 知道 ,对 于 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 ,如 果 能 找 
出 它 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 , 那 么 它们 的 线性 组 合 就 是 方程 的 通 
解 . 而 这 两 个 线性 无 关 的 特 解 又 可 以 通过 求解 两 个 特殊 的 初 值 问 
题 而 得 到 ,因此 为 了 求解 边 值 问题 可 以 先 通 过 求解 初 值 问题 求 出 
通 解 ,然后 再 通过 待定 常数 法 进行 求解 . 
先 考虑 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
y +plaly+qlx)y=0 (a<xI<b) (9) 
满足 边 值 条 件 
y(a)=a, y(b)=B C2) 
的 边 值 问题 .首先 设法 求 出 方程 (9) 的 两 个 特 解 wm (o) yl), E 
得 yı (z) 满 足 初 值 条 件 | 


y (a)=1, yi (a)=0, (17) 
而 y(x) EDER 
y(a)=0, y, (a)=1, (18) 


显然 ,这 两 个 解 y, (DN (z) 是 线性 无 关 的 , 则 根据 定理 1, 
a 天 0 或 BHO 时 , 边 值 问题 (9),(2) 有 唯一 非 平凡 解 的 充分 必要 条 
件 是 y (0)%0. 
事实 上 ,我 们 可 构造 出 方程 (9) 的 通 解 有 形式 
yCzZz)=cty(z)+czyz (x), (19) 
令 它 满足 边 值 条 件 (2) 得 到 
ciyi(a)+cay(a)=a， 
Cyy(b)t+e sy (6)= E. 
再 利用 (17) 和 (18) 式 , 当 y,(5) 关 0 时 可 解 出 
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_B — Qayı (b) 
c¡—0q5,C, AA 4 
于 是 得 到 边 值 问题 (9) (2) 的 解 为 


yla) = ayi (z) + ETAD e), (20) 


现在 考虑 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 
y +plaly +qlx)=fíx) (a<x<b) (1) 

满足 边 值 条 件 (2) 的 边 值 问题 .利用 前 面 类 似 的 方法 ,只 要 设法 求 
得 非 齐 次 线性 微分 方程 (1) 的 一 个 特 解 mw(z) ,使 它 满足 初 值 条 件 

yo(a)=a, yo(a)=0, 
并 求 出 相应 的 齐 次 微分 方程 (9) 的 一 个 特 解 y (z) ,使 其 满足 初 值 
条 件 

y (a)=0, yı (a)=1, 
则 当 y, (60)40 时 ,我 们 可 求 得 边 值 问题 (1),(2) 的 解 为 


ylz) = ylz) A, (a). (21) 


例 4 求解 边 值 问题 


了 4x 2 
C 12? Tt 0 a 
y(0)=1, y(2)=1. (23) 
容易 验证 方程 (22) 有 两 个 线性 无 关 解 


__1 a 
E 
分 别 满足 初 值 条 件 
y2(0)=0, y, (0)=1, 
注意 y (2) = #0, HAR (20) 31 BA AA (22) , (23) 


的 解 为 
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TI 

His 求解 边 值 问题 
y 十 3y= cos z, (24) 
dao + (25) 


BA ylz) = cos z 是 方程 (24) 满 足 初 值 条 件 


y(0)=5, ya (0)=0 
的 一 个 特 解 ,另外 容易 知道 相应 的 齐 次 微分 方程 
y +3y=0 


1 
方 snV3z ,满足 初 值 条 件 


y, (0)=0, y”,(0)=1, 
mA y (x) = A EA 


(24) ,(25) 的 解 为 


有 一 个 解 yi(z)= 


1 


e he Z. 


$3 $ bk A A 


对 于 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 边 值 问题 常用 的 是 利用 格林 函 
数 求解 .我 们 已 经 知道 (参阅 第 五 章 5.2.2) ,利用 常数 变易 法 ,可 
求 得 非 齐 次 线性 微分 方程 (1) 有 如 下 形式 的 通 解 : 
ylx)=c y (x)+c,y,(x) 


+ | Aa ar, (26) 


其 中 y,(z),y,(z) 是 对 应 的 齐 次 微分 方程 (9) 的 分 别 满足 初 值 条 
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件 (17) 和 (18) 的 基本 人 解 组 ,而 W(xz) 是 y (0) yo (MBA 
列 式 


yiz) y(x) 


W(xr)= 


先 考虑 齐 次 边 值 条 件 

y(a)=0, y(b)=0, (27) 

我 们 希望 (26) 满 足 边 值 条 件 (27) ,由 条 件 y(a) =0 得 知 cy =0, 再 
由 条 件 y(5)=0 给 出 

cy y2(6)+ | y2l(b)y,(t)- y1(b)y,(t) 


dla) yola] 


WG f(2)dt =0, (28) 


从 定理 工 可 知 ,为 使 边 值 问题 (1) ,(27) 存 在 唯一 的 非 平 凡 解 ,必须 
HAA y, (0)%0, EH H (28) 4% H 


a f LM pe A A 


Cy = 


从 而 代入 (26) 并 经 过 一 些 演 算 便 可 得 到 


ee a f I ee 


er AAA AA as 


5 y2(b)y,(t) 一 O a 


ol y2(b)y,(t)- YY y 
IS 1) EN 


W(t 


f(t)dt 


| Oy b) -yt) 900) lde 


ü | ya (0) yz)y (b) lde, 
为 方便 起 见 , 定 义 函 数 
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y2(t) 
= [y lady, (po) 一 vv(z)y (5)]， 
j W(t) 
G(x,t)= AS ASISTE 


OOO -yı (2)y,(0)), 
A<t<b, 
则 边 值 问题 (1),(27) 的 解 即 可 写 为 如 下 简便 形式 : 


je [sor ELEA (29) 


于 是 得 到 如 下 重要 的 结果 : 

定理 2 如 果 齐 次 微分 方程 (9) 存 在 基本 解 组 y(r), y(r), 
H y (0) 天 0, 则 对 每 一 个 在 < 委 z 和 0 LESA f(x), AE 
次 边 值 问题 (1),(27) 都 存在 唯一 解 ,并 且 这 个 解 y(z) 可 由 公式 
(29) 唯 一 确定 . 

公式 (29) 中 的 G(xz ,it) 称 为 边 值 问 题 (1),(27) 的 格林 函数 ， 
它 具 有 如 下 性 质 : 

(1) G(xz,t) 在 正方 形 aKt, Sb 上 连续 ; 


(2) LO << LAA): 


(3) G(xz,t) 对 每 一 个 固定 的 1, 作为 xz WAR At) ET 
次 微分 方程 (9); 而 对 每 个 固定 的 z ,作为 上 的 函数 满足 边 值 条 件 
(27). 
土 述 性 质 可 由 G(x ,zt) 的 表达 式 直 接 验 证 ,这 里 从 略 . 
例 6 考虑 边 值 问 题 
y =flx) (a<x<b), (30) 
y(a)=0, y(b)=0, (27) 
其 中 F(z) 在 << LEER, AR y (2) =1,y,(2)=x-a E 
齐 次 微分 方程 y = 0 满足 初 值 条 件 (17),(18) 的 基本 解 组 ,因此 立 
即 可 求 得 边 值 问题 (30),(27) 的 格林 孔 数 为 


315 + 


Monta <a, 
Gílx,t)= 
<t<Sob. 
最 后 MARE H, RA A K E f k gE SAR A E AAA 
具 , 而 且 对 各 种 不 同类 型 的 方程 和 边 值 条 件 可 以 推导 出 各 种 形式 


的 格林 函数 ,在 此 不 多 介绍 了 . 
$4 本 征 值 和 本 征 函 数 


在 边 值 问 题 中 有 一 类 属于 求 本 征 值 和 本 征 函 数 ( 也 称 特征 值 
和 特征 函数 ) 的 问题 ,简称 为 本 征 值 问 题 ,这 类 问题 在 生产 实践 中 
具有 重要 的 意义 .事实 上 ,与 振动 有 关 的 一 类 物理 力学 问题 ,往往 
可 归结 为 本 征 值 问题 ,有 些 偏 微分 方程 的 本 征 值 问题 ,通过 分 离 变 
量 法 ,也 可 以 化 为 常 微分 方程 的 本 征 值 问题 .在 这 里 我 们 通过 几 个 
例子 简单 介绍 一 下 边 值 问题 的 本 征 值 和 本 征明 数 的 概念 以 及 一 些 


结果 . 
例 7 考虑 边 值 问 题 
y +Ay=0, (31) 
y(0)=0, y(r)=0, (32) 
其 中 4 是 参数 . 


显然 边 值 问题 (31),(32) 有 零 解 y(z)=0. 但 除 零 解 之 外 ,是 
否 还 有 非 零 解 呢 ?” 也 就 是 说 ,参数 1 取 什 么 值 时 ,方程 (31) 在 区 
间 OSS 上 才 有 不 恒 为 零 的 解 >(z) ,并 满足 边 值 条件 (32) 呢 ? 
下 面 分 三 种 情形 来 讨论 : 

(1) A4=0, 此 时 微分 方程 (31) 变 为 y =0, 其 通 解 为 

y= iT Tijs 
把 边 值 条 件 (32) 代 入 ,得 到 c, = c,=0, 因 此 ,y(x)=0. 这 说 明 当 
à =0 时 边 值 问题 (31),(32) 没 有 非 零 解 . 
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(2) 4<0, 令 4= - p ,这 样 微分 方程 (31) 变 为 
yp y=0 
它 的 通 解 可 写 为 
y=c,sh pz + cch pz. 
由 条 件 y(0) =0, 得 到 c, =0, 于 是 y= cish pz ,又 由 条 件 y(r) = 
0, 得 c,sh pwr=0, 但 当天 0 时 sh wr 天 0 ,因而 必须 c, =0, 故 和 < 
0 时 边 值 问题 (31) ,(32) 也 没有 非 零 解 . 
(3) 4>>0, 此 时 微分 方程 (31) 的 通 解 为 
y= cicosV Ax + cysinV Àz. 
由 条 件 y(0)=0,4 c =0, 即 得 y= c,sinV4x, 又 由 条 件 y(r) = 
0, 得 csinVhAr=0, 若 c,=0, 则 >y(z)=0. 所 以 ,要 有 非 零 解 存 
在 ,就 必须 snVAr=0, 于 是 


A=n? (n=w1,+2,-"""). (33) 
与 这 些 4 值 对 应 的 边 值 问题 (31) ,(32) 的 解 为 ， 
y= csin nx (7 三 土 1, 土 2,…). (34) 


综合 以 上 讨论 得 知 : 当 且 仅 当 和 A=n’(n= 土 1, 土 2,…) 时 , 边 
值 问 题 (31),(32) 才 有 非 零 解 .使 边 值 问题 (31),(32) 有 非 零 解 的 
这 些 4 值 (33) 称 为 边 值 问题 (31),(32) 的 本 征 值 ,与 本 征 值 (33) 
对 应 的 解 (34) 称 为 本 征 函 数 . 
例 8 考虑 非 齐 次 边 值 问题 
y +Ay= f(z), (35) 
y(0)=0,y(r)=0， (32) 
其 中 f(z) 是 在 0 三 x 三 x 上 的 连续 函数 .和 初 值 问题 相 类 似 , 非 齐 
次 边 值 问 题 (35),(32) 与 其 对 应 的 齐 次 边 值 问题 (31),(32) 有 紧密 
的 联系 ,不 过 4 是 否 为 本 征 值 将 会 有 很 大 的 差别 ,下 面 我 们 假设 à 
>0. 
由 常数 变易 法 (参阅 第 四 章 4.1.3) 求 得 非 齐 次 线性 微分 方程 
(35 ) 的 通 解 为 
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y(x)=c,cosVAx + cosinV Az 
«el, Fiol dd. 00 


我 们 希望 解 (36) 能 满足 边 值 条 件 (32) ,由 条 件 y(0)=0,% 
ci 二 0, 再 由 条 件 >(r) =0, 给 出 


, 1 fr* . E _ 
casin/ A+ |, f(t)sinVA(r- t)dt=0. (37) 
对 于 给 定 的 A, 如果 a 则 由 (37) 可 唯一 地 确定 出 常数 c， 
|, Asia VIa- Daz, 


Eb 


PRO 
从 而 由 (36) 得 到 
y(z) = da fijan Al- tdt 
À sin Ar 
perl f(sinVA(z — t)de. (38) 


我 们 注意 :条 件 sinVAx 关 0 就 相当 于 4 不 是 齐 次 边 值 问题 
(31) ,(32) 的 本 征 值 (参看 例 7). 

下 面 分 两 种 情形 来 讨论 : 

(1) 如 果 X= 4 是 齐 次 边 值 问 题 (31),(32) 的 本 征 值 , 即 
sin Và” nx=0, 因 而 4 =n?(n= 土 1, 土 2,…), 则 对 任意 选择 的 
cz,(37) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


f(t)sin Y A* (n-—t)dt=0, 


或 等 价 地 
| f(t)sinV A” tdt=0. (39) 
此 时 解 (36) 就 变 为 
yla) = csin VAT z+ f, f(t)sinV A (xz - MER) 


- JE 


其 中 c;, 是 任意 常数 , 且 不 能 由 边 值 条 件 来 确定 .因此 ,如 果 Am A 
是 齐 次 边 值 问 题 (31),(32) 的 本 征 值 , 则 非 齐 次 边 值 问题 (35 ) ， 
(32) 就 不 能 有 唯一 的 解 . 若 条 件 (39) 满 足 , 它 有 无 穷 多 个 解 ; 若 条 
件 (39) 不 满足 , 它 便 没 有 解 . 

(2) WR 4 不 是 齐 次 边 值 问题 (31) ,(32) 的 本 征 值 , 则 由 (38 ) 
给 出 的 非 齐 次 边 值 问题 (35),(32) 的 解 y(z) 是 唯一 的 .事实 上 ， 
BE z (x) 是 非 齐 次 线性 微分 方程 (35) 满 足 边 值 条 件 (32) 的 另 一 
个 解 , 则 y(z) 一 z(z) 是 齐 次 微分 方程 (31) 的 解 , 且 满足 边 值 条 件 
(32) ,因而 ,如 果 y(x)- zx(z) 在 区 间 0 过 x 三 x EREZTE, 
就 是 齐 次 边 值 问 题 (31) ,(32) 的 本 征 值 ,这 与 假设 相 了 矛盾 . 

HR 1 En (n= 土 1, 土 2,…)( 参 阅 例 7), 现 在 我 们 把 唯一 
解 (38) 改 写 为 


>(z)= | dede 


本 IM sin V Ax *sin VA (x= 
0 VisinVAr 


E f sin V Ax *sin VA (r — 
x VAsinV Ar 


sin V A (x -— 
VA 


i 


a 


由 于 


sinVA(T—1) sinVAr'sinVA(x—1) 
VA VAsinVAr 


sinVAtssinVA(r 一 z) 
Y AsinV Ar 
上 式 可 以 统一 写 为 


is f Glx,t,A)flt)dt, 0<- 0 (40) 
其 中 


des 


sinV At sinVA(x— z) EN 


VdsinV Ar 
Glx,t,1)= (40), 
_sinVAx*sinVA(r—t) ER 


VAsinvVAx 
就 是 非 齐 次 边 值 问题 (35),(32) 的 格林 也 数 , 它 是 对 于 OS, Sr 


和 4 关 n*(n= 土 1, 土 2,…) 定 义 的 连续 函数 ; mulC-20 yy 


xz 关 t 是 连续 的 ; G (x,t,4) 对 每 一 个 固定 的 :1, 作 为 x AA 
CAD ,满足 齐 次 微分 方程 (31) ,而 对 每 个 固定 的 x ,作为 上 的 函 
数 满足 边 值 条 件 (32) (参阅 定理 2). 
例 9 求解 边 值 问题 
y +Ay=0, (31) 
y(0)=a,y(x)= Bp, (41) 
这 里 边 值 条 件 (41) 是 非 齐 次 的 ,其 中 a, p 是 给 定 的 常数 .我 们 可 
以 把 这 问题 化 为 在 例 8 中 讨论 过 的 那 类 边 值 问题 ,其 中 微分 方程 
为 非 齐 次 的 ,而 边界 条 件 是 齐 次 的 . 
假设 h(xz) 是 在 0 三 x 二 x* 上 有 二 阶 连 续 导 数 的 函数 ,使 得 
h(0)=a,htxr)=B, 


例如 h(z)=a+ CR A 


ylzx)=zlx)+hix), 

My (zrz)=z (2) + h Ca) y (x)=z(x)+h (x), FB 

y (z)+AMy(z)=z(z)+A Vi) Az) + hi), 
因此 边 值 问题 (31),(41) 就 化 为 如 下 边 值 问题 : 
z +Az=—[h (zr)+Ah(r)], (42) 
z(0)=0, z(x)=0. (43) 
那么 根据 例 8 中 的 讨论 ,利用 公式 (40) 即 得 边 值 问题 (42),(43) 的 
解 为 


z(z)= | Clear DAA 


- SOU 


而 原 边 值 问题 (31) ,(41) 的 解 即 为 
y(x)= | Gílzx,t,A)f(1)dt + h(1x),0<x<x, 


其 中 G(xz,t,4) 由 (40), 给 出 ,又 f(z)= 一 [h(xz)+ Ah(z)], 如 
果 选择 h(z) =a+ POE A 


f(z)= -ic+(p-a) 王 | 


例 10 求解 边 值 问题 
y +Ay= f(zx), (35) 
y(0)=a,y(x)= B. (41) 

我 们 可 以 把 这 问题 化 为 在 例 8 及 例 9 中 所 讨论 过 的 两 个 较 简 
单 的 问题 .假设 wm(z) 是 具有 齐 次 微分 方程 的 边 值 问题 (31) ,(41 ) 
的 解 ( 例 9),y (z) 是 具有 齐 次 边 值 条 件 的 边 值 问题 (3$), (32 ) 的 
解 ( 例 8) ,如 果 4 不 是 齐 次 边 值 问题 (31),(32) 的 本 征 值 , 则 所 给 
边 值 问 题 (35),(41) 的 解 为 

y(12)= y (rz)+y,(zr), 

而 且 这 个 解 >(z) 是 唯一 的 .这 个 结论 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

为 了 研究 更 一 般 形式 的 微分 方程 的 本 征 值 问 题 ,我 们 引进 “ 自 
伴 本 征 值 问题 "的 概念 . 

考虑 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 

Llyl=po la) y + pp (ax) y + p,(r)y= Ay, (44) 

其 中 po(xz),pi(x),ps(z) 是 在 区 间 [a,6b5] 上 给 定 的 实 的 连续 耻 
数 , 且 po(xz) 隆 0,4 是 参数 .如 果 方 程 (44) 中 的 算 符 L 具有 这 样 
的 性 质 ; 对 于 任意 两 个 在 区 间 [a,b5] 上 有 连续 二 阶 导 数 并 满足 一 
定 边 值 条 件 的 u(x) 和 v(x), 关 系 式 


| úuL[ w]dx= | vLlulaz (45) 


GEP EE RR E) UL, AE Ag AE E AA E 
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伴 的 .对 于 自 伴 本 征 值 问题 有 如 下 基本 定理 ; 

定理 3 自 伴 问题 的 本 征 值 必 是 实数 ,并 且 对 应 于 不 同 本 征 
值 的 本 征 函数 在 << 上 是 两 两 正 交 的 . 

证 明 设 4' 为 自 伴 问 题 的 本 征 值 , p(xz) 为 相应 的 本 征 函 数 ， 
即 po 满足 方程 L[g] = 4 9g, 令 XA” 和 g(xz) 分 别 表示 4" 和 olx) 
HRA MLI p] =4"5, 于 是 由 自 伴 关系 (45) 及 gp = lol 
得 

| gLlpldz- | 9 元 9jaz 
=(A" -a5 f |p| dz=0， 

由 本 征 函 数 的 定义 ,1p(z)|? >0, 因 而 | jpl?dz>0, 故 XA"= 
A Ba 为 实数 . 

设 gp, (zx) 和 g(x) 是 分 别 对 应 于 两 个 不 同 本 征 值 4, 和 ,的 
本 征 函数 ,由 自 伴 关 系 式 (45) ,并 注意 本 征 值 是 实数 ,得 到 


f FnL | 9, ldx- f o,Llo, ldz 


=(A, A) | Bp.dz=0, 
既然 A ÆA, , 则 必 有 
| aG ,x)dr=0, 


Xp (xz) 和 p, (a RESTA. 
定理 3 证 毕 . 
例 11 微分 方程 
Llyl=- y= ày (31) 
和 边 值 条 件 
ayla)+t ay (a)=0, Bjy(b)+ Bay (b)=0 (46) 
(asaz P ,PB 是 实 常数 ,上 且 a, 和 a, 不 同时 为 零 ,B, 和 B, 不 同时 为 
385 + 


零 ) 或 周期 边界 条 件 
y(a)- y(b)=0, y (a)- y (b)=0 (3) 
组 成 自 伴 本 征 值 问题 . 
事实 上 ,假设 u(x) 和 v(xz) 是 任意 两 个 在 区 间 [a,65] 上 有 连 
续 二 阶 导 数 并 满足 边 值 条 件 (46) 的 函数 , 则 对 方程 (31) 中 的 算 符 
L 利用 分 部 积分 法 得 到 


b b 
| uL[uldx = 一 | üv dx 


b b 
=- (av) + | ü vdr 


b b 
_n 
一 | vú dx 
a a 


=(u'v-uv') 
=(úo-úw)| + PoLTuJaz. 
因 x(z) 和 v(z) 都 满足 边 值 条 件 (46) , 故 由 其 中 的 第 一 个 条 件 得 
aūla)+ aŭ la)=0, 


ajula)+a,v (a)=0, 


按 所 设 a, 和 a, 不 同时 为 零 , 例 如 a, £0, WA 


a(a)= -a T (a),w(a)=- Z y (a), 
即 有 
uü (a)vla)-ūla)v (a) 
== La (a)v (a) -a (a)v (a) 
=0, 
故 得 到 
(a v-uúv )l,.,=0, (47) 
同样 由 (46) 的 第 二 个 条 件 得 到 
(a v-uv )| -=0. (48 ) 
因此 成 立 


0 


f uLÍ[ v]dx= f o Lluids: 


这 证 明 本 征 值 问题 (31) ,(46) 是 自 伴 的 .显然 问题 (31),(32) 是 此 
问题 的 特殊 情形 . 
对 于 周期 边 值 条 件 (3) ,容易 验证 亦 有 


(zw -iav’)| =0， (49) 
故 本 征 值 问题 (31),(3) 亦 是 自 伴 的 ,于 是 所 考虑 的 本 征 值 问题 有 
定理 3 所 述 的 结果 . 
例 12 施 图 姆 - 刘 维 尔 (Sturm - Liouville) 型 方程 
LyN=-¿lAn2]: qlx)y= Ay (50) 


和 边 值 条 件 (46) 或 (3) 的 本 征 值 问题 也 是 自 伴 的 ,其 中 p(z), 
9g(z) 是 在 区 间 [a ,5j 上 不 等 于 零 的 实 连续 函数 ,而 对 周期 边 值 条 
件 (3) 的 情形 还 要 求 pla)= p(b). 

类 似 例 11 中 的 讨论 ,假设 x(z) 和 v(z) 是 任意 两 个 在 区 间 
[a,b] 上 有 连续 二 阶 导 数 且 满足 边 值 条 件 (46) 或 (3) 的 函数 , 则 对 
方程 (50) 中 的 算 符 L 有 


| aL[vldz- | vLluldz 
-ogre [e dorran 
Fogle 
=[ plxMuv-úv)] E 
利用 (47),(48) 或 (49) 立 即 推 知 所 考虑 的 本 征 值 问题 是 自 伴 的 . 特 
别 是 勒 让 德 方 程 
d _ 2dy o m’ B 
ala x 2]+ (a [jy=0 (51) 
和 边 值 条 件 (46) 或 (3) 所 组 成 的 本 征 值 问题 是 自 伴 的 . 
* 387 ， 


最 后 ,我 们 指出 ,对 更 一 般 形式 的 边 值 条 件 (4) , 亦 可 进行 类 似 
的 讨论 ,甚至 还 可 以 探讨 各 种 不 同类 型 的 本 征 值 问题 , 例如 
$ 6.6.3 讨 论 的 Schrodinger 方程 .由 于 篇 幅 所 限 ,我 们 就 不 在 此 作 
详细 讨论 了 . 
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MR I 


数学 软件 在 单 微分 方程 中 的 应 用 


$1 5| 言 


现在 ,已 有 多 种 数学 软件 供 我 们 使 用 ,使 我 们 可 以 应 用 计算 机 
软件 辅助 进行 数学 包括 常 微分 方程 的 学 习 、 研 究 , 而 不 只 靠 纸 笔 演 
算 了 .应 用 计算 机 辅助 常 微分 方程 的 学 习 、 研 究 分 两 个 方面 ,一 方 
面 可 以 通过 计算 机 数值 计算 和 绘图 迅速 了 解 或 探讨 某 些 常 微分 方 
程 的 性 态 ; 另 一 方面 是 应 用 数学 软件 中 的 符号 计算 功能 直接 求解 
某 些 常 微分 方程 .考虑 到 本 书 是 介绍 常 微分 方程 的 基本 理论 和 方 
法 ,不宜 用 计算 机 直接 求解 代替 必要 的 练习 ,因此 这 附录 主要 介绍 
常 微分 方程 数值 解 函 数 和 向 量 场 .等 高 线 图 及 积分 曲线 、. 轨 线 的 绘 
制 及 几 种 典型 的 常 微分 方程 模型 ,如 范 德 波 尔 方程 .Lorenz 方程 的 
相 图 程序 ,同时 还 介绍 了 求解 线性 微分 方程 时 需要 用 到 的 求 矩 阵 
特征 值 、 拉 普 拉 斯 变换 和 反 变 换 的 有 关 函 数 .希望 结合 数学 软件 进 
行 常 微分 方程 的 学 习 , 可 解除 繁琐 .重复 的 人 工 计算 ,起 到 事 半 功 
倍 的 作用 . 

考虑 到 应 用 的 普遍 性 以 及 应 有 较 丰 富 的 绘图 函数 ,我 们 选择 
Mathematica，MATLAB 和 Maple 三 种 各 有 特色 的 计算 机 数学 软 
件 分 别 介绍 ,以 适合 不 同人 的 需要 . Mathematica 语言 多 用 于 物理 
学 界 ,其 符号 和 运算、 数值 计算 及 图 形 绘制 均 有 特色 ,特别 是 输入 显 
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示 界 面 可 以 直接 输入 显示 习惯 的 数学 符号 ,非常 直观 ,在 其 "帮助 ” 
菜单 中 列 出 的 例题 还 可 以 直接 运行 或 修改 运行 ;但 有 些 规定 如 郴 
数 参数 均 需 用 方 括号 与 众 不 同 .MATLAB 语言 主要 用 于 工程 及 科 
学 计算 领域 ,其 矩阵 形式 变量 使 数值 输入 计算 均 非 常 精 炼 ,图 形 显 
示 也 很 灵活 ,并 有 众多 程序 包 供 使 用 ;但 其 沙 数 定义 必须 用 M 文 
件 ,其 符号 运算 是 借助 Maple 语言 ,不 其 方便 . Maple 语言 在 数学 
界 较 通用 ,擅长 符号 运算 ,微分 方程 的 积分 曲线 或 轨 线 图 形 直接 用 
滑 数 定义 ,省 去 了 先 求 数值 解 青 显示 , 且 可 同时 绘 多 条 轨 线 ,非常 
方便 .作为 计算 机 辅助 学 习 工 具 实际 只 要 熟悉 一 种 数学 语言 即 可 . 

使 用 时 注意 各 语言 的 特殊 规定 ,如 在 Mathematica 语言 中 运算 、 
DA TH “Shift” + “Enter”, 而 “Enter" 仅 为 换行 ,而 在 Maple 语言 中 运 
算 执行 用 “Enter” ,而 “Shift” +“Enter" 仅 为 换行 ,刚好 相反 . 

对 常 微分 方程 的 学 习 、 研 究 来 说 ,计算 机 辅助 可 分 四 个 部 分 : 
首先 ,用 于 线性 微分 方程 求解 的 指数 函数 与 矩阵 特征 值 特征 向 量 
的 计算 及 用 于 求 平衡 点 的 代数 方程 与 方程 组 的 求解 ;其 次 是 方向 
场 与 等 高 线 图 形 显示 和 微分 方程 数值 解 及 其 相应 的 图 形 显示 ,其 
中 方向 场 与 等 高 线 图 形 显 示 用 于 分 析 微 分 方程 解 的 走向 与 哈密 顿 
KAER V 哨 数 的 轨 线 或 等 势 ( 位 ) 线 ,而 微分 方程 数值 解 主要 用 于 
积分 曲线 图 或 轨 线 图 的 图 形 显示 ,特别 是 对 特殊 方程 如 范 德 波 尔 
方程 Lorenz 方程 .虫口 模型 孤立 子 等 的 有 关 图 形 ,是 了 解 微分 方 
程 解 的 性 态 的 重要 手段 ;然后 是 常 微分 方程 的 特殊 解法 ,这 里 我 们 
仅 提 出 拉 普 拉 斯 变换 ,其 余 如 寡 级 数 解 和 特殊 函数 的 求解 等 因 较 
专门 或 超出 本 书 范围 而 从 略 ;最 后 是 常 微分 方程 的 直接 求解 , 即 通 
过 计算 机 符号 计算 程序 求 出 解 的 解析 表达 式 . 后 面 我 们 针对 这 四 
个 部 分 分 别 列 出 三 种 语言 的 相应 函数 .应 该 指出 的 是 虽然 列 出 了 
常 微分 方程 符号 求解 函数 ,但 仅 可 做 研究 时 应 用 或 学 习 时 做 检验 
用 ,毕竟 计算 机 是 不 能 也 不 应 代替 我 们 学 习 的 . 

后 面 除 介绍 有 关 语 言 的 应 用 函数 外 同时 给 出 常 微 分 方程 应 用 
的 典型 例子 的 语言 程序 ,由 于 列举 的 都 是 书 中 的 实例 ,为 省 篇 幅 我 
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们 略 去 了 运行 的 图 形 结果 .需要 说 明 的 是 , 例 中 仅 提 供 基 本 且 简 单 
的 程序 ,读者 可 以 在 学 习 时 加 以 变通 、 补 充 . 有 些 语言 的 教材 或 “ 帮 
助 “菜单 中 曾 给 出 更 为 精巧 的 程序 , 因 需 学 习 其 编程 技巧 而 没有 采 
用 .至 于 例 中 程序 可 能 涉及 其 他 函数 ,对 有 关 函 数 及 其 详细 格式 可 
查阅 各 软件 的 手册 或 “帮助 "菜单 , 书 中 无 法 一 一 介绍 . 


$2 Mathematica 语言 


2.1 矩阵、 行列 式 与 代数 方程 组 解 


指数 函数 :Exp[A]j REE 4 的 指数 函数 . 
特征 值 : 
Eigenvalues[ A] 求 矩 阵 4 的 特征 值 ; 
Eigenvectors [A] RERE A 的 特征 向 量 ; 
Eigensystem[ A] KERE 4 的 特征 值 、 特 征 向 量 . 
行列 式 : Det[ A] 计算 和 矩阵 4 的 行列 式 的 值 . 
代数 方程 组 解 : 
Solvel {eqns} , vars| ] 求 方程 组 eqns 中 的 变量 vars 的 解 . 
例 1 §5.3.1 2,3,4,7. 
A=ł}2,1},10.2}}; 
Eigensystem[ A] 
Exp[ A * t] 
A=113,5111-=3,3Hk 
Eigensysteml A] 
Exp[ A * t] 
A=|112,11,1-1,41); 
EigensystemÍ A] 
Exp[ A * t] 
例 2 $6.1 H2. 
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MatrixForm[m2= {| -2,1,-1},{1,-1,0},{11,1,-1}}] 
Eigenvalues[ m2 ] //N 
EigensystemÍ[ m2 ] //N 
Det[ m2] 
例 3 习题 6.1 的 3(1). 
sol= Solve[ {1—x—y==0,2—3*x—y==0}, |x,y|] 


2.2 向 量 场 、 等 离线 、 微 分 方程 数值 解 及 其 图 形 


对 一 阶 常 微分 方程 y = F(z,y)， 
回 量 场 : 平面 < < Graphics ' PlotField ' 
PlotVectorField[ (1,f(x,y)!,(x,x1,x2!,1y,y1,y21] 在 指定 
范围 zl1 委 z 委 z2,y1 委 > 委 y2 内 绘制 一 阶 常 微 分 方程 的 向 量 场 . 
三 维 < < Graphics `PlotField3D ` 
PlotVectorField3DÍ {fx, fy, fz}, {x,x1,x2}, {y,yl,y2!,|z, 
zl ,z2 | 
等 高 线 图 :ContourPlot[f ,1x,xl,x21 ,|y,yl,y21] 
常 微 分 方程 数值 解 : 
NDSolvel | eqnl ,eqn2 ……} ,ylx],|x,a,b}}; 
NDSolvel {eqn1 ,eqn2 ,… ,ini conds|, {yl[x],y2[x],…|}, 
ix,a,bi ]; 
积分 曲线 图 : 


Plot[ Evaluatel y[xj/. sol], ix,a,b}| ,PlotRange — >All]; 
平面 曲线 图 : 
Plot[ f, |x, xmin, xmax} ,option 一 > value] 指定 特定 的 图 
形 选 项 绘制 函数 F(z) 的 图 形 
空间 曲线 图 : 
Plot3D[ f, (x,xmin,xmax!, {y, ymin, ymax| ] 
到 zmax,y A ymin 到 ymax 绘制 函数 f(x, y) MBA 
平面 点 列 图 : ListPlot[ | {x1,y1| ,fx2 ,y21 ,…|] 
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x 从 zmin 


平面 参数 图 : ParametricPlot[ jx(t) ,y(t)| ,ft,tmin,tmax|] 
空间 参数 图 : 
ParametricPlot[ {x(t) ,y(t) ,z(t)!, {t,tmin, tmax| ] 

例 4 微分 方程 y =1- y”, y(-3)=0.9 的 方向 场 和 积分 
曲线 图 . 

gl = PlotVectorField[ 11,1 — y"21,14x,-4,4!,(ly,-—3,3|,Frame- > 
True,ScaleFunction— >(1 &),ScaleFactor ~ >0. 16, HeadLength — >0.01, 
PlotPoints — > {30,40} ]; 

sol = NDSolvel {y'[x] -1 + y[(x]:2==0,y[ -3]== -0.99},y[x], ix, 
3,31); 

g2 = Plot[ Evaluatel y[ x]/. sol], {x, ~ 3,3) ,PlotRange— >All]; 

Show[ gl, g2 ] | 

例 5 哈密 顿 函数 (2) a AA 


(等 势 面 ). 
ContourPlot[y2/2— x2/2+ x4/4,1x,-1.5,1.5),1y,-1.5,1.5),Plot- 
Points — >120,ContourShading — >False,Contours - >30]; 


M6 VKBMV(z,y) => (87 +4ry + y ) 的 等 高 图 及 微分 


方程 x = y,y = ~2x 一 3y 的 轨 线 图 . 

Remove[ "Global *"] 

g0 = ContourPlot[ (8x2 + 4xy + y2)/2,|x, — 12,12}, ly, — 12,12} ,Plot- 
Points — >120,ContourShading ~ > False, Contours- >30]; 

sys= jx [1] == y[t], y [t] == -2x[t] - 3y[4]); 

sol = NDSolve[ {sys, x[0] == — 10,y[0] == 10}, ARAN ll e 
101); 

gl = ParametricPlot[ Evaluate[ | x[t], y[t]}/. s01], ft,0,10}, PlotRange 
- >All]; 

so2 = NDSolvel isys,x[0] == - 10,y[0]== - 10}, Ix[t],y[t}}, {t,0, 
101); 

g2 = ParametricPlot[ Evaluate[ {x[t], y[t]}/. so02],1t,0,10!, PlotRange 
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- >All]; 
so3 = NDSolve[ {sys, x[0]== 10,y[0] == 11}, {x[t],y[t]}, it,0,10}]; 
g3 = ParametricPlot[ Evaluate[ | x[t], y[t]}/. so3], {t,0,10},PlotRange 
- >All]; 
so4 = NDSolvel isys,x[0] == 8,y[0] == -12},fx[t],y[t]},{t,0,10}]; 
g4 = ParametricPlot[ Evaluate[ |x[t],y[t]//.5s04],1t,0, 10), PlotRange 
- >All]; 
Show[g0 ,gl,g2,g3,g4j 
例 7 范 德 波 尔 方程 轨 线 图 . 
sysVdP: = ix*[t] == y[t] -0.2 * (x[t]:3/3- x[t1),y"[t] == x[+]}; 
so VdP1 = NDSolvel isysVdP,x[0]== ~ 3,y[0]==0.1),1(x[t],y[t]), 
11,0,201]; 
gVdP1 = ParametricPlot[ Evaluatel [x[t],y[t])/. soVdP1],1t,0,201!, Plot 
Range — >All, AspectRatio — > Automatic]; 
soVdP2 = NDSolvel isysVdP,x[0] ==0,y[0]==0.11,1x[8],y[t]),10, 
0,201]; 
g VdP2 = ParametricPlot[ Evaluatel ix[t],y[t]1/. soVdP2],11,0,20|, Plot 
Range ~ > All, AspectRatio — > Automatic]; 
Showl g Vdp1 ,gVdP2] 
例 8 Lorenz 方程 轨 线 图 . 
< < Graphics ` Graphics3D ` 
eq = Sequencel x’ [t] == 16 * y[t] -— 16 * x[t],y [t] == ~ x[t] *z[t] +45 
* x[t]- ylt],z [t] == x[t] * y[t]- 4 *z[t]]; 
sol = NDSolvel jeq, x[0] == 12,y[0] == 4,2[0] ==0}, {x[t],y[t],z[t]}, 
1t,0,16) ,MaxSteps — > 10000]; 
ParametricPlot3D[ Evaluate[ ix[t],y[1],2[t]!/. sol], 1t,0,16)|, PlotPoints 
— >14400 , Boxed — > False] 
例 9 虫口 模型 轨 线 图 . 
< < Graphics ` Graphics ` 
am=2;an=4;ak= 0.01;im= 150;xm= .01; 
n= Ceiling[ (an — am) /ak];m= Ceiling[ 1/xm]; 
394 + 


Forl k=1,k< =n,k=k+1,a= k * ak + am; 


For i=1,i< =m, ¡i=i+1,x=i%*%xm; 
For[ j=1,į< =im,j=j+1,y=a*x* (1-x);x=y5); 
ulk,i]=y; 
1; 


J; 

ListPlot[ Flatten[ Table[ |k * ak + am,u[k,i]!,(k,1,n),(i,1,m)]],Plot 
Range- > 10 ,1 

例 10 MFA. 

Remove(” Global **” ] 

a=4;c0=0; 

Plot3D[ Sech[ Sqrtla] * (x= a * t- c0)/2]"2/2,1t, - 10,101,1x,-— 10, 
10} , PlotRange- > All] 

Plot3D[ 12 * (3 + 4 * Cosh[8 * t— 2 * x] + Cosh[ 64 * t- 4 * x])/(Cosh 
[36 x 1-3 * x] + 3 * Cosh[28 x* t- x])"2,1t,-— 10,10}, |x, -= 10,10], Plot 
Range — >All] 


2.3 拉 普 拉 斯 变换 


DiracDeltal tj Dirac Delta 函数 , 奇 点 位 于 t=0. 

UnitStep[t] Unit Step 函数 ,zx<0 时 值 为 0,t 宇 0 时 值 为 1. 

LaplaceTransform[f(t),t,s] f(z) 从 :至 ;的 拉 普 拉 斯 变换 . 

JInverseLaplaceTransform[F(s),s,t] 反 拉 普 拉 斯 变换 . 

例 11 $5.3.244 10,4 11. 

Removel” Global * *” ] 

eqL1 = LaplaceTransforml |x*[t]==3 * x[t] + 5 x y[t] + Expl -t],y' [t] 
== -5x x[t]+3x y[tl),t,s]; 

eqL2 = eqgL1/.4x[0]==0,y[0)] == 1,LaplaceTransform — >[x[t],t,s] 
- >X[s],LaplaceTransformÍ y[t1,t,s] - >Y[s]!; 

soL = Solve[ eqL2,14X[s],Y[s1/]; 

x = InverseLaplaceTransforml soL[[1,1,2]],s,t] 

y= InverseLaplaceTransforml soL[ [1,2,2]],s,t] 
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2.4 解 常 微分 方程 


DSolve[eqn,y[x],x] 解 常 微分 方程 eqn ,其 中 y H r RRAS 

DSolve[ |eqn ,condsl ,y[x],x] 解 含 初 值 或 边 值 条 件 的 微分 
方程 eqn; 

DSolvel {eqnl,eqn2,…|},y[xj,xj] 解 常 微分 方程 组 eqn1， 
eqn2,*; 

DSolvel teqn1 ,eqn2 ,… ,ini conds!,iy1[x],y2[x],-"*),x] 

例 12 解 微分 方程 y =1- y*,y(0)=0. 

DSolvel {y’ [x] ==1—y[x]2,y[0] ==0},y[x],x] 

例 13 $5.2.2 例 2. 

DSolve[ 1x1” [tj == x1[t] + x2[t] + Expl — t],x2' [t] ==2[t],x1[0] = 
= —1,x2[0]==1ł,{x1[t],x2[t]},t] 


$3 MATLAB 语言 


3.1 矩阵 .行列 式 与 代数 方程 组 解 


指数 函数 

expm(A) PF A 的 指数 晒 数 ; 

expm2(A) Taylor 级 数 求 矩阵 4 的 指数 ; 

expm3(A) 特征 值 特 征 回 量 法 求 矩 阵 4 的 指数 . 
特征 值 和 特征 向 量 : 

[V,D]=eig(A) RERE A 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
行列 式 : 

det(A) 计算 矩阵 4 的 行列 式 的 值 . 
代数 方程 组 解 : 

x 二 A\b 解 矩 阵 方程 Ax=b; 

[x,yj= solve('eqn1’, eqn2’) 解 方程 组 eqn1,eqn2, 变 
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量 为 z,y; 
symsabcx;S=axx2+bxx+cisolve(S) HE ar + 
bx+c=0. 
511 346.310). 
clear 
mi=[-1 -1;1 —1]; 
[v,e] = eig(ml1) 


d= det(m1) 
612 $6.1 42. 
clear 


m2=|[-2,1,-1;31,-1,0;31,1, -1); 
[v2,e2] = eig(m2) 


d2 = det(m2) 
513 习题 6.1 的 3(2). 
clear 


[x,y] =solve(*9*x-6x*y+4x*x*y-5*x "2", '6*x-6*y-5* xx 


y+4#*y2 ) 
3.2 向 量 场 .等 高 线 、 微 分 方程 数值 解 及 其 图 形 
癌 量 场 : 


quiver(x,y,u,v) 回 量 起 始点 和 终点 坐标 ; 

quiver3(x,y,z,uv,w) ” 问 量 起 始点 和 终点 坐标 . 
等 高 线 图 : 

contour(X,Y,Z,m) 绘制 m 条 等 高 线 平面 图 ， 

contour3(X,Y,Z,La,bj) 绘制 Z 在 [a,5bj] 范 围 的 等 高 线 

立体 图 . 
常 微分 方程 数值 解 : 
1. 将 高 阶 微分 方程 化 为 一 阶 微分 方程 组 形式 : 
y =f(t,y),y(a)=y0 (a<t<b); 
- SU 


2. 编写 微分 方程 组 的 M 文件 ,如 文件 名 为 odefile.m， 
function dy = odefile(t,y,p1,p2) 
dy=[f1;12;"-;fn]; 
3. BREA TR BARA: 
[T, Y] =ode45( odefile? ,la,b],y0) 
其 中 ode45 为 龙 格 - 库 塔 (4,5) 法 ,其 他 有 : 
ode23 龙 格 一 库 塔 (2,3) 法 ; 
ode113 多 步 Adams 一 Bashforth - Moulton 法 . 
积分 曲线 图 ; plo(T,YG,1),* -r” ,T,Y(:,2),”.8”) 
轨 线 图 : plot(Y(:,1),Y(:,2),"—r’) 
例 4 解 微分 方程 y=1-y,y(-3)= -0.99. 
clear | 
c=0.01; 
x0= -3.1:0.2:3.; 
ds iaa 
[x,y] = meshgrid(x0, y0); 
d= sqri(1 + (1—y. 2). 2); 
u=c./d; 
v=cx (1- y."2)./d; 
hold on 
quiver(x, y,u,v) 
hold off 
[X, Y] = ode45(" ode1” ,[ - 3,3],[ - 3;-0.99]); 
hold on 
plot(X, Y(:,2),? —r”) 
hold off 


function dy = odel (x,y) 
dy=[1;1-y(2) ”2]; 


例 5 MEREK A) ar AA 
(等 势 面 ) 


clear 

[X,Y]= meshgrid( — 2:.1 :2); 
Z=Y. + Y/2-X. *X/2+X. 4/4; 
mesh(X,Y,Z) 

hold on 

contour(X, Y,Z) 

hold off 

hold on 

contour3 (X,Y,Z) 

hold off 


例 6 V 函数 VCz,y) = 7 (81? +4zxy+ yy ) 的 等 高 线 图 及 微 
分 方程 a =y,y 三 一 2 一 39 的 轨 线 图 . 


clear 
[X, Y] = meshgrid( — 10:.1:10); 
Z=(8x*X.x*X+4x*X. * Y+ Y. x* Y)/2; 
hold on 
contour(X, Y,Z,[0.2 1 3 8 15 25 40 80 200 500 1000]) 
axis([ — 10 10 -10 10]) 
hold off 
[T,X] = ode45(' fexa6” ,[0 207,[ - 10510]); 
hold on 
plot(X(:,1),X(:,2),” = y?) 
hold off 
[T,X] = ode45(' fexa6” ,[0 207,[ -8;-10]); 
hold on 
plotr(X(:,1),X(:,2),” -g') 
hold off 
[T,X] = ode45(’ fexa6’ , [0 20],[8;10]); 
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hold on 

plotr(X(:,1),X(:,2),* -r”) 

hold off 

[T,X] = ode45('fexa6* ,[0 20],[8; —10]); 

hold on 

plot(X(:,1),X(:,2),* =g) 

hold off 

A + E 


function dx = fexa6(t,x) 


dx= [x(2);-2* x(1)-3* x(2)]; 


117 范 德 波 尔 方程 . 
clear 
global a 
a=2; 
[T,X] = ode45(” VdPol” ,[0 20],[ - 350.11); 
hold on 
plot(X(:,1),X(:,2),* —r”) 
hold off 
[T,X] = ode45(* VdPol’ ,10 20],[0;0.1])); 
hold on 
plot(X(:,1),X(:,2), ~g) 
hold off 
= = o aa ae E e a a E a a 
function dx = VdPol(t,x) 
global a 
dx= [x(2) -a * (x(1)3/3- x(1)); ~ x(1)); 


518 Lorenz 方程 . 
clear 

global a b e 
a=16;b=4;c=45; 
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[T,X] = ode45(” Lorenz’ ,[0,30],[12;4;0]); 
hold on 

plot3(X(:,1),X(:,2),X(:,3)) 

view( ~ 20,60); 

xlabel(* x’ );ylabel(” y” );zlabel("z*); 

hold off 


function dx = Lorenzí(t,x) 

global a b c 

dx= [a * (x(2) — x(1))50 * x(1) — x(1) * x(3) — x(2);x(1) * x(2) 
-b#*x(3)]; 


例 9 虫口 模型 . 


clear 
am=2;an=4; 
ak=0.01; 
m= 1200; 
x=0:0.01:1; 
n= fix( (an — am)/ak); 
for k=1:n 

a=k * ak + am; 

YX; 

for j=1:m 

z=a* y. * (1- y); 
y>=2; 

end; 

u(k,:)=2; 
end; 
plot(u,?.”) 
5110 MFA. 
clear 
a=4;0=0; 
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[ 工 ,X] = meshgrid([ — 10:.1:10]); 

U = sech(sqrt(a) * (X-— a* T-00)."2/2); 

mesh( U) 

hold on 

plot3(T,X,U) 

axis([ -2 2 -3302]); 

xlabel(* Time” ); ylabel(? x’ ) ;zlabel(* u’ >; 

hold off 

clear 

[T,X] = meshgrid([ - 50:.8:50]); 

Z=12* (3+4 x cosh(8 * T-2* X) + cosh(64 * T-4 x X)). /(cosh(36 
* T-3x X)+3 * cosh(28 * T- X)).72; 

mesh(Z) 

hold on 

plot3(T,X,Z) 

axis([ - 33 -50 50 0 15]); 

xlabel( Time” ); ylabel(? x’ ) ;zlabel( u? ); 

hold off 


3.3 拉 普 拉 斯 变换 


L= laplace(F,t,z) 拉 普 拉 斯 变换 ; 

F = ilaplace(L,y,x) 反 拉 普 拉 斯 变换 . 

用 于 求解 线性 党 微分 方程 时 因 要 用 到 解 代数 方程 , 即 要 调用 
Maple 核 ,其 实例 可 参看 后 面 的 $4.3 中 Malpe 语言 的 拉 普 拉 斯 变 
换 程 序 . 


3.4 解 常 微分 方程 


2 
y= dsolve( egn’) 解 微分 方程 egn, 2 A Dy, D2y 表 


“m 


AN; 
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[u,v]=dsolve(*eqn1” ,"eqn2*) 解 微 分 方程 组 . 

例 11 解 微分 方程 了 =1-y,y(0)=0. 

x= dsolve(*Dx=1-x"2",'"x(0)=0”) 

4112 $5.2.242. 

[xl,x2] = dsolve( * Dx1 = x1 + x2 + exp( - t)*,”Dx2= x2*,*x1(0) = 
-1*,*x2(0)=1”) 


$4 Malpe 语言 


4.1 矩阵 .行列 式 与 代数 方程 组 解 


18 ŽUR :exp(A) 

特征 值 和 特征 问 量 : 
eigenvals( A) 
eigenvectots( A) 

行列 式 :det(A) 

解 代数 方程 : 

Solve( {eqns} ,ivars| ) 求 方程 组 eqns 中 的 变量 vars 的 解 . 

例 1 $5.3.1 例 3. 

with(linalg ) : 

A: = matrix(2,2,[3,5,-5,3]); 

eigenvals( A); 

eigenvectors( A); 


det(A}; 
seql = solve( {1 - x- y=0,2-3*x-y=0},İx,y}); 
seq2 = solve( {9 * x-6 *y+4*x*y-5§*x2=0,6*x-6*žy-5*x*y 


+4*y2=0}],fx,y}); 
4.2 向 量 场 、 等 高 线 、 微 分 方程 积分 曲线 图 及 轨 线 图 


向 量 场 : 
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dfieldplot( deqns, vars, trange, xrange, yrange ,options) 
等 高 线 : 
contourplot(expr1,x=a..b,y=c..d) 平面 等 高 线 图 ; 
contourplot(f,a. .b,c..d) 平面 等 高 线 图 ; 
contourplot3d([f,g,h],a..b,c..d) 空间 等 高 线 图 . 
contourplot3d( [exprf,exprg,exprh|,s=a..b,t=c..d) 
常 微分 方程 积分 曲线 图 及 轨 线 图 : 
DEplot(deqns, vars, trange,inits,options) ” 常 微 分 方程 积分 
曲线 图 ; 
DEplot( deqns, vars, trange, inits, yrange, xrange, options) 
平面 轨 线 图 ; 
DEplot3d(degns, vars, trange,inits, options) 空间 积分 曲线 
图 . 
DEplot3d( deqns, vars, trange, xrange, yrange, inits, options) 
例 2 解 微 分 方程 y =1- y ”,y(-4)=2M y(-4)= 
一 0.99. 
with(DEtools) : 
DEplot(D(y)(x) =1-— y(x)"2,y(x),x= - 4..4,[[y(-4)= -0.99],[y 


(-4) = 2]), title =` AsymptoticSolution `, colour = magenta, linecolor = [ gold, 


yellow ] ) ; 

例 3 哈密 顿 函数 H(z,y) y aL RA 
(等 势 面 )， 

with( plots) : 


contourplot( y"2/2 — x2/2 +x4/4,x= -2..2,y= -2..2); 
例 4 V 函数 V(z,y)= 广 (8z? +42y+ y BRA 


方程 z = y,y = -2x 一 3y 的 轨 线 图 . 
with(plots) : with(DEtools) : 
contourplot( (8 * x2+ 4 * x* y+ y"2)/2,x= - 10..10,y= -10..10, 
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contours = [0.2,1,5,10,30,60,100])); 

DEplot([D(x)(t)=y(t),D(y)(t)= -2 * x(t) -3x y(t)],[x(t),y(t)],t 
=0..10,[[x(0)= -10,y(0)=10],[x(0) = -8,y(0)= -10],[x(0)=8, 
y(0)=10],[x(0)=10,y(0) = -8]],scene= [x(t),y(t) ],stepsize= .01); 

例 5 Lotka 一 Volterra 模型 . 

F2 := proc(N,t,X,XP) 

XPL1] :=X[1] + (1- X[2]); 
XP[2] :=.3* X[2] + (X[1]- 1) 

end proc; 

DEplot(F2,[x(t),y(1)],t= -7..7,number=2,[[x(0)=1.2,y(0) = 
1.2],[x(0) = 1,y(0) = .7]], stepsize = . 2, title =` Lotka — Volterra model `, 
color=[.3 * y(t)» (x(t) - ),x(0) * (1 ~ y(0)),.1], linecolor = t/2, arrows = 
MEDIUM, method = rkf45) ; 

例 6 范 德 波 尔 方 程 . 

with(DEtools) : 

DEplot([D(x)(t)= y(t) — 4 * (x(1):3/3 - x(1)),D(YN (0) = — x(t)], 
[x(0,y(0)],1=0..10,[[x(0)= -3,y(0)=3],[x(0)=0,y(0)=.3]],step- 
size= .015,scene= [x(t), y(t)], linecolour = sin(t * Pi/2) , method = classical 
[ foreuler]); 

5% 7 Lorenz 方程 . 

with(DEtools) : 

DEplot3d( {D(x)(t) = 16 * y(t) — 16 x x(1),D(y)(t) = 130 * x(t) — x(t) 
* z(t) — y(t), D(z)(t) =x(0) * y(0) - 4 z(09)1,1x(t),y(0),z(0)1,t=0..10, 
[[x(0) =2,y(0) = 4,2(0) =0]] scene= [x(t),y(t),2(t) ] stepsize= .001, ori- 
entation = [ 139, — 106]); 

例 8 虫口 模型 . 

restart : with( plots) : 

as: = 2;ae: = 4;ak: =0.01;im: = 150;mk: = .01; 

n: = roundí (ae— as) /ak);m: = round(1/mk); 

u: =array(1..m);v: = array(1..n); 

for k from 1 to n do 
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a: =as+k rx ak; 
for i from 1 to m do 
x: =1* mk; 
for j from 1 to im do y: =a* x* (1-— x);x: = y;od; 
uli): = y; 
od; 
vk]: =[[a,u[1]]$1=1..m]; 
od; 
P: =[seq(v[k],k=1..n)]; 
plot(P, style = point , symbol = point, labels = [A,X] }; 
例 9 孤立 子 图 . 
restart : with( plots) : 
a: =4;00:=0; 
plot3d(sech(sqrt(a) * (x- a* t- c0)/2)2/2,t= -3..3,x= -10..10); 


restart : with( plots) : 
plot3d(12 * (3+4 * cosh(8 * t- 2 * x) + cosh(64 * t- 4 * x))/(cosh(36 
* 1-3. x)+3 * cosh(28 x* t- x))2,t= -3..3,x= — 10. .10); 


4.3 拉 普 拉 斯 变换 


L: = laplace(F,t,s) 拉 普 拉 斯 变换 ; 

F: = invlaplace(L,s,t) 反 拉 普 拉 斯 变换 . 

例 10 §5.3.2 Øj 12. 

restart: with(inttrans) : 

L: = laplace( {diff(x(t),t)=2x x(t) + y(t),diff(y(t),t)= = x(t) +4 + 
y(t)),t,8); 

Ll:= subs(x (0) = 0,y(0) = 1, laplace (x (t), t,s) = X (s), laplace 
(y(t),t,s) = Y(s),L); 

soL1 ; = solve(L1,(X(s),Y(s)!|); 

xl: = invlaplace(soL1[2],s,t); 

yl: = invlaplace(soL1[1],s,t); 

L2: = subs(x(0)=1,y(0)=0,laplace(x(t),t,s)= X(s),laplace(y(t),t,s) 
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= Y(s),L); 
soL2 : = solve(L2,1X(s), Y(s)!); 
x2: = invlaplace(soL2[2],s,t); 
y2: = invlaplace(soL2[1],s,t); 


4.4 解 常 微分 方程 


dsolvelode) 解 常 微分 方程 ode ; 
dsolve(ode,y(x) options) 解 常 微分 方程 ode; 
dsolvel fode, ICs} ,y(x) options) 解 常 微分 方程 ode. 
例 11 解 微分 方程 y =1-y ,y(0)=0. 
dsolve( {D(y)(x)=1- y(x) 2,y(0)=01,y(x)); 
例 12 8$5.2.2 例 2. 


dsolve( {D(x1)(t) =x1(0) + x2(0) + expl- t),D(x2)(t)=x2(t), 
xl(0) = -1,x2(0)=1),1x1(0,x2(0)); 
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习题 1.2 


1. (1) 一 阶 线性 ; (2) 二 阶 非 线性 ; (3) 一 阶 非 线性 ; (4) 二 阶 线性 ; 
(5) 一 阶 非 线 性 ; (6) 二 阶 非 线性 . 
5 


4. (1) y= x° +c; (2) y= zx: +3; (3) y=x* +4; (4) yate 
5. y=x”. 


6. y=0X y=x+1. 


> _ ytrtana, 
x— ytan a” 


8. (1) y 


(2) (2-3) +03 =p, 


(3) 


AS e i A 
(y ay Ya 2)| 2a”; 
(4) xy + y=0; 

(5) y-ay=x?; 
(6) y- ay = 52, 


(7) y = kr (R>0 为 常数 ). 
习题 2.1 


1. (1) ER y= cer , 特 解 jad a 
" 408 : 


w 


A 


~ 


, 1 o a 1 , 
(2) 通 解 >y= mir: y=0, 特 解 Imira 
(3) (1+12)(1+ y?)=cx?; 
(4) x- y+Inlxyl =c,y=0; 


(5) arctan — + In| y xt ty |=c; 


(6) arcsin > = Inlzl+c, y =x?; 
(7) sin y cos z=c,y= kx,k=0,+1,.…; 
2 
(8) 2e -3e"” =c; 
二 
再 二 
(9) 1 In cy; 


(10) e 三 er +c. 


. (1) y=tanlx+c)-x; 


(2) y=arctanlx + y)+c; 

(3) z? -ryty tr-y=c; 

(4) z? +y -2xy+4y+10x=0; 
(5) tan(6z +c)= $ (z +4y+1); 
(6) (y -312) (y +27) =e"; 
(7) (y -zx +2Y =clx* + y”). 


. (1) y=cr Va y +2; 


(2) In Ha >r’ y +c. 
. f(z)=+ 
A 7 
. x(t)=tan[ x (0)z]. 
i y = jay, 
due 
(1) RC ~y + uc =E(1=0,u¿=0),+t=1n 2; 
du. e 
(2) RC Gr +uc=0(t=0,uc = E),t=In2. 
.r=ce (x= rcos 0,y= rsin 0). 
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习题 2.2 


1. (1) y= ce - 5 (sin x + cos z); 


(2) x=ce * + qe ; 


(3) s=ce "'"+sint-1; 
(4) y=x"(e” +c); 
(5) y= x° (1+ cer); 
(6) y =r (3z+c)i 
(7) 2y=c(x+1)+(7+1); 
(8) 2xa=cy+ y ,y=0; 
] 


cx" SP AN aF0,1, 
l-a a 
LS xa+inlzi+<, a=0, 
co+alnlrl-1, a=1; 
3 
= E + +, 
(10) y il dé. 


(11) y (x? +1+ce )=1,y=0; 
(12) y(ca?+1+2lnr)=4,y=0; 
(13) y =zxz+cr"; 


(14) Fr tre” =c; 
(15) Wenas 一 cz 
(16) y=(1+ x)e”. 


2. plt)=er 0 
3. (1) 约 5 A; (2) 约 7.5 A. 


U R 
I = —— [sinl ot + p)-e T' "sin o], 
VR? + (Loy dd dd 
其 中 sin TES. AA Lw cos p= R 


VR oS) RA 
6. (5) y=cx—x*; (6) y=cVz 一 并 
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. (1) y=c y lMi=a?l+x3 Q)y=xa(l1+c y lt- z’ |); 


(3) y=cot x +sin z. 


习题 2.3 


. (1) z? +3zy -3y =c; 

(2) x? - zy+t2y =c; 

2 POR: ME 
=y 

(4) rtt +3xr'y ty =c; 


(3) In 


. (1) yë - r’ =c; 
(2) (x? -2r +2) try =c; 
(3) y(z +1)=c; 
(4) arctan == x +c; 
y 
(5) 22= y( y +c), y=0; 
(6) zy+1=cer; 
(7) y=z(c- z); 
(8) z +3r’y=c; 
(9) xsinla + y)=c; 
(10) xcos r+e"(y-1)sinx=c; 
(11) ry try =c. 
9M ƏN M. > 
DI ar NM ES = g(xy). 


-ae(a-IP(z)dr 


习题 2.4 


. (1) 令 y= 卫 ， r=1t +t, y= 元 +2t+e 
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,_ A E IE A ER E E T 
(2) $ y =tr, z= 二 AT dir E, Gutes 


(3) Eby=py=pe ,r=(p+1)e+c,y=0; 

(4) 4 y =tan p,y=al(l+cos 2p),1= - a(2p+ sin 2p) + c,y= 
la; 

(S) $ y =c08 t,x =sin y= 二 + 了 sin date 


(6) y=x- 


"E. 
TC 


1. (1) y= ceos x tsin z; 
P E N R 
(2) x + pd c5 
(3) e =2(sin r-cosz)+ce *; 
1 2 
(4) z=y(c-#inlyl) ,y=0; 
(5) e +Inlxl=0; 
2 
(60) += 01205 


(7) (x+y+1) =c"; 


l C 1 
Bl) = — + g = (0); 
(8) er 
(9) y= ce -4 z+ ; 


(10) r=5+p,y= 7P -ilp +c; 


(11) e 3y=cs 


2 
(12) “+?” + 可 一 ci 
(13) cr=x*- y; 
(14) + y+2=ce"; 
(15) er +inlz|=c; 
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` dt 


. m 


(16) (r+1)€® =2z+c; 

(17) 六 =c(z+1l) +2r+1; 
(18) ERE 一 Cj 

(19) 2cy= cx +4;y= +2x; 
(20) y =(x+c)+1,y= +1; 
(21) r+ ye =c; 

(22) z - y = cy; 

(23) x+1=y(y+c)iy=0; 


N 


(24) arctan A =2_ +c; 


2 
? 
(25) a=pre, y= Er (p-De +c; 


(26) Br’ y+ y?) =c; 
22 


(27) 9in(2x +3y +22) =14(3y-Žr+c),2z+3y+ 


7 
(28) A R 
(29) Jete? =c; 
(30) (> +1)(y -1)= zf ty tc; 
(31) (z + y’ )(y+1)’=cy ,y=0; 


(32) V ry -1=c(x+y),z+y=0. 


¿y ay =ajy=cx-— xln|x|. 


du = kv; v 0.233 m/s. 
du 
ar ™ kit kvl k >0), t=0 时 ,v=0; 


. (1) =e, y= + 7 


cte 


(2) 5=sin 1,y=sin x + ; 
rtc 


E 9 一 一 L — |- 
Or 


220; 
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ORERE. | me 2 a 
SS q c- inzi l; 


a 1 _2z 一 上 
(5) y= CAE TA 


2o Ar’ tc. 
(6) ra a AOS a 


(7) 31,351 
习题 3.1 
x? x? EM go 
= 之 十 二 二 二 
l. y= +30 160 4400 
2 
Ps 
2 Y > a+t67 707 30 
1 i z = H 1 


4. |yl>0>0,0 为 任 一 正常 数 ; 
通过 (0,0) 的 一 切 解 为 y=0 太 


0, tSc, 
ES 其 中 c 宇 0 为 任意 常数 . 


E, LIC) 


习题 3.3 


+: 3 
1. 72 = exo] es). 


To 


二， 29 = — [P(x0) yo 十 Qao) expl |, P(s)ds ); 


dp -  P(sdds), 
Jyo exp( f, (Cs) s); 
5= P(z)9g(zvrovyo) + QCz). 


_ 5 9y na 9y - 
3. 当 zo=1,y =0 M2 =0, 70 = ll. 


Ip _，9p _ Ll, 
4. 当 zxo=y=0,4=1 时 ,FE =0,7 


习题 3.4 


1. (1) n= yr ,pA HBA, ,cAO0 是 任意 常数 ,y= 0, 奇 解 
p 


1 3 
Ara vd 
(2) 1=2p+In(p-1)+c,y=p +2p+1In(p- 1D) + co y= at 1; 
(3) y=cz+wV1i+c , 奇 解 y=V1-x; 
(4) y=cr+c?, 奇 解 r +4y=0; 
eo 2, de ds 
(5) 2=37 3P»J 3p zÊ ; 
(6) y=- RR 27x? + 4y =0; 
(7) z=ce?*—-2p+2,y=c(pt+1l)e *-p +2; 
(8) 9(y+c) =4r(x-3a); 


2 
x= arar 3ln|p-2|+c, 


(9) i 
y= --y p°- p’ -3p-4-6ln|p-2| ELO, 


y=2r- 子 ; 


(10) y=c(x+1)+ce?, 奇 解 (x+1) +4y=0. 
2. (1) zz+4y=0; (2) 1* +4y=0; 

(3) (x-y) =8; (4) y =4(x +1). 
3. 4ar=lx—y+a)Y. 


习题 3.5 


2. 1 200. 
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习题 4.1 


3. (1) -=c,e tee" - cos t; 


(2) z=cie +cst—- (t+1)’; 
2 
(3) x= cicos 2t + csin 2t - q eos 2t + sin 2t; 


1 7 
(4) 2=(0 +0) (3m1+2), 


(5) z= (c, +czln t)e+ 30? 1+342?; 


(6) x= [cicos(2ln 1) + c,sin(2ln 1)]:? — e sin(in Er. 


4. ch z,sh tj; 工 二 Toch t+ zish tz. 


习题 4.2 


2. (1) r=c,e T C2€ i + ce” 十 T Bd 
(2) r=(c1 +c,t+ ct Je”; 


(3) 工 = cie 十 cze 2 十 ct 十 cd 二 ci 


(4) r= (ecos 2: ES casin Ey Jer ; 


(5) aX0,s=c¡e “+c,e” E 1), 
a 


a=0,s=cC, tarrari t3); 
(6) z=ce te (ct+c)-t-4; 


(7) x=e' (ce, +czt)+e (cs+cet)+t12 十 1; 


-21, i . 
(8) r=e ? (esco Ber casino) + cse - -5 (cos t+sin £); 


(9) x=c,e +c,e * - -Z cos 2t- Lin 2t; 
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3. 


心 


fund 


-d E E 
(10) z=e loc Ber crio De] + cs de ; 


2 


at 1 : 
(11) añ-1l,s=e (atando 


a = -1,s=¢ (c; tartte); 
zi e, 1 
(12) 1=c,e '+c,e ” taye ; 


(13) x= e (cicosV2t + c,siny2t) + ¿1 (Scos t- 4sin t)e *; 


(14) x=c,cos £ + csin AI 
(15) xz =e (ci + 0,1) + = pi 1 teL ; 
(16) x=c,cos 3t + csin 3t 一 5i “cos 31 + ¿sin 3t; 


(17) x=e'(c,cos t + csin t) + te! (cos t+ tsin t); 


(18) x= (c,cos 21 + csin 2t)e ' 


19) z= c,cos £ + csin t 十 一 一 一， 
( ) 1 2 Psin t’ 


+e * —4c0s 2t +sin 2t; 


(20) x=c,cos t + csin ż + 1+ żcos ż — sin £*Inlsin £|. 


(Dz= cit+ca 二 ; 


(2) abra tres 


(3) x= 1 [c, cos(2ln £) + casin(2ln t)] + as 


2 
D 


Fin t); 


(4) x= +t[c,cos(In £) + c,sin(ln 上 )]+9rln zisin(ln t). 


. (1) => e —cos 3t — sin 31); 


¿5 EZ0, (EP! cap [ 8, 


b b g 


习题 4.3 


. (1) 9(x +c,) =4(t+c,)*; 


) |; 
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(2) x+cjinlxl=t+c,,2=0; 
(3) (x -1)(cit+c,)=1 


(4) r=coslt+c,)+ o, Mia =sinlt+c)+c0,,1= tt+c; 


(5) le=c +(x-c:) =a 或 := -asin g+ cı, x =acos ọ + cz; 
(6) er =c (ttc) r= c. 
3 t (yr! 
= — -一 一 .. + .. 
2. (1) zt 可 


2 4 6 
= E E E E E 
(3) rsa (1+5 t +75 * ) 
E t 
talet i tistaga t ) 


3. x=c,) Ji Ct) +c:J-1(¢)= N Z (eisin t+c,cos t). 


dx 


"de =D) 


dix dx 
ci de mg 一 ES] ,t=0 时 ,x = 0 


2 
0 0 7 
£=l a, A | ,|: 
(2) 
0.1.0.0 0 1 
| 
0.0.0 1 0 2 
-1000 te 0 
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(3) 


1 0 0 0 
, 0 一 0 — 5 e 
w = w 十 
0 0 i 
3. 
13 
AT 
ps(t)= 3 
Jati 
2! 
习题 5.2 
js( - 151 +21)e* — 57 
8. (2) p(1)= 
3 2t 1 . 
És = 5 cos £+-¿sin 1 
1 2 2t 
l- t+ =t e 
9. p(t)= 2 ) 
(t-1)e” 


t 


= © © =. 


t= 14 in £ 
cos 753 


10. (1) x=cos tln cos t + t sin ż + c,cos t + csin £; 


(2) x = (cicosV3t+ czsinV/31)e *+cje" + 


(3) reee. 


A = — csin t + c,e cos Es 
11. 


X23= CICOS t + ce sint. 


Tı | t -t'in 7 ci 
12. = + 
T? <y tin ż Ca 


2 2 4 
ar E PS AO 
Flnt z Un t) + 4 4 
t 2 t B 3 3 3 
ie a lid | 


2 
-a te"; 


i 
12 
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习题 5.3 


(D4= -bz=| f] eosa =se | “| a0; 
-B 2a 
1 0 
E „a#0;à=-2,z=ß| 1 |, 80; 
0 1 
1 
A=2,7=7 ma 
1 
2 2 
(3) 1=3,x=a| 1 | ,a 关 0;4= 一 1( 二 重 根 ),x=B8| -1 |,84.0; 
2 -2 
1 
(4) 14=-1,r=a|-1|,a0%0:14=-2,1=B|-2|.B740; 
1 
A=-3,x=Y|-3|,r%40. 
9 
4. (1) exp At 
- | | (21D) + (2+V3)e * ga 
BL BEAT 
1 [e +2e”' e 一 e 
(2) exp ar=2 | E a | 
2e 一 2e 2e +e 
e” e'-e” 一 e +e” 
(3) exp At = |-e +e e tte” -e -e'+e' 
-e +t e*-e e” 
1 0 0 
(4) exp Ar = jexp At| 0  |exp At 1 lexp At| 0 
0 0 
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1 
expA t 0 
0 


2VTe ™ + (IA TED + (34 TE 
1 ih + 13+7V7 ame + 二 13+7V7 am: 


=A 3 3 , 
ld A a + Sa Gi 
0 
exp Atl 1 
0 


2/7 ¿30 ¿ST ma + 二 5-V7 m0 
3 3 3 
1 O A eR ¿257 0 m: 


: A Pi Z2 + ANT A + 21407 aM 


9 
0 
exp Atl 0 
1 

A y 52 LAVT ms 42 ET am 


E A , 122 PT ¿ar 4 a ii 


Li 3e ¿26 EDT as + CAT GA 


Sil) ES pelo 
z t = H 
á 4e* 
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52V7 -s , 42647 Qn 
E a. 


oY 一 4 = YT) 


36447 -3 , 二 7481+ 14647 (+n 
a 


1 9 
(2) p() = 一 一 ; 
447 , 748 + 14647 om 
SET TE e 
20847 -3 , - 178-2247 (+ 
一 -一 一 ee * $ 一 一 人 一 6 
9 9 
+ 178 a 
(3) exp At = 
1 a: Ea l 3: _1 -t 33 0 S Y s$ 
5 + 本 了 e 7e +(e 4 )e ye + ( 可 上 7 Je 
los 1 =t Ls 1 7 =p 3 3 E A =t 
gege ele) ele 
O T l 3, A. ! =$ 3 y 1 5 - 
e-a gtl) gatlt) 
detze t 
— 1 3f __ 1 一 下 
p(t)= qe qe 
l 3 q. 9 -g 
2 7 
3 St t ] t 2 
a A 
6. (1) p(1)= ; 
3 +e t Xu al 
10 2 k 
-2 _ 1 -3e 3 -t 1 =f 
e 本 ee F t-te 
(2) g(t) = 2e” t ert e-ren ; 
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cos t —2sin t +e (- 4-2 +32.) +3e"(1+ Mm- 72) 


3 CD=| j | 
(3) 9 2cos 1t —2sin t +e (—4-2n +37.) +2é (1+ 7 = 72) 


1 1 
10. (1) pi(1)=>3t+1,prlt)= >= 


(2) pi) =<he eL ole e"); 

(3) x,(1)= [es o mu Jos r 
otr Ea Join zee Jo 
[Er Ena je z 


y 2 : t 
+ ( Fh 12 Vta" )sin Zer Je 
V2 ,V2 1. Mm 
+ Ml A ri e 


. (1) z=0 不 稳定 ;x = - 各 稳 定 ; 

(2) 1,70,7=0;0<x,<3,1x>1lir=1ÉTE,x1=0Xx=34KÉ 
Es 

(3) 1.=0,2=0;2.<1,2>0;3x.>1,2>331=1 FRE, r= 0K 
r= 3 ŘE. 


. (1) (0,0), (1,0), (0D (4,4 );z=y=0 m r=y= 4,7% 


Ejsx=1,y=0%M 12=0,y=2 MRE; 
(2) (0,0),(1,2),(2,1);x1= y=0Mx=1,y=2, ABE ;:1=2,y= 
1 渐 近 稳定 ; 
(3) (0,0), ( -二 ,0);z=y=0 和 x= - 工 ,y=0 不 稳定 ; 
p 7 
(4) (0,0),(1,1);x=y=0 不 稳定 ;x = y=1 渐 近 稳定 . 
4. (1) 渐 近 稳定 ; 
(2) p< ERE, y= - 二 ,稳定 ,p> -J FRE; 


(3) 不 稳定 . 
5. 不 稳定 . 


习题 6.2 


1. (1) 常 正 ; (2) ES; (3) 定 正 ; (4) EJE; (5) E. 

2. (1) 稳定 ; (2) 渐 近 稳定 ; (3) 渐 近 稳定 ; (4) FRE. 

3. (1) 渐 近 稳定 ; (2) 不 稳定 ; (3) 稳定 ; (4) a 二 0, 稳定 ;a >0, 不 稳 
. (5) ae<0, 渐 近 稳 定 ;a =0, 稳 定 ;a>>0, 不 稳定 . 


5. 稳定 . 
6. 不 能 ; 渐 近 稳定 . 
7. 
6 18 
(1) B= EJE; 
1 5 
18 54 
31 41 1 
33 23% 7 
-|241 ¿12 31 
(2) B= |235 375 3g ŽE 
1 3 6 
Z 58 29 


:7 75 (392 -9Bx,x, + 14312), EJE. 
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习题 6.3 


1. (1) (3, -2) ,稳定 焦点 ; 
(2) (1,3) ,中 心 奇 点 . 
2. 奇 点 (0,0),ac<0, 鞍 点 ;ac >0,a 关 c,a >0, 不 稳定 结 点 ;ac >l, a% 
c,a<0, 稳 定 结 点 ;ia = c,b 关 0, 退 化 结 点 ;a =c,6b=0, 奇 结 点 . 
3. (1) g<0, 鞍 点 ;g >0,p=0, 中 心 奇 点 ;A<0,p 闫 0, 焦点 ;A 宇 0,g>> 
0, 结 点 ;gq = 0, 存 在 奇 线 ; 
(2) p>0,g>0, 渐 近 稳 定 ;p=0,g>0, 稳 定 ;p<0 或 ga<0, 不 稳定 . 
4. R>0:R’*C-4L>0, 稳 定 结 点 ,R*C -4L=0, 稳 定 退 化 结 点 ,(R*C 
-4L)<0, 稳 定 焦点 ;R=0, 中 心 奇 点 . 


习题 6.4 


1. (1) r? +y =1, FERRI; 

(2) x* + y =1, R ERRI; 

(3) +y =1, 稳 定 极 限 环 ;x + y =9, 不 稳定 极限 环 . 
2. (1) Z; (2) 无 ; (3) ER r’ + y =2 内 存在 不 稳定 极限 环 . 
4. 例如 B(x,y)= be Y. 


习题 6.5 

eb Ee oh We We pe 4=4"3. 
57 A 

2. (1) à= +2;(2) a= 7+) A=0,G. 
习题 6.6 


2. (1) H(zxr,y)=3r +3y -2x?; 
(2) H(x,y)=21*+2y-13*; 
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(3) H(x, y) = -2r +2y +a”. 
4. (1) H(x,y)=3x3* +3y*-22*; 
1 
=1-Úsech ($(1= to) ), 
DA, , 
y= 也 sech? (地 (tt0) Jramb( y (e - DIr 


(3) M(t.)= - Sk + Ea AC 一 1)csch(Crw) sin wto ; 


(4) Srita? PAN 
习题 7 


[Larra y jee, 
1. (1) i 
yt tx- y= 


(z+yt+2)e ‘=c, 


(2) 


(= ye Si 
(x-y +y =c, 


(3) 


arccot 一 二 C2， 


a=(c,+c0,)cos t+(cz 一 ci)sin t, 


y= cicCos t + csin t, 


T=cost—sint, 


y=c0s £; 


+ty+2r=cC,» 


(4) 


et nk 
2. (1) wu=@(r + y ,xy+z); 
(2) u= B(x + y +2,y -2yz— z); 


(3) (2, £ -32) =0; 


3 3 a+ y E 
(4) | zr y ,一 > 一 =0; 
y 
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2,2 210, 
ne 2,2 %)=0 


z 

(6) Dl(x—u)s3 ,(y- udst, (z-u):5)=0, 
s=žrtytztu; 

(7) Ølr+y+tz,zyz)=0; 


(8) D(C- y) (rt y+ z), Z2 )=0,2= y; 


z 
(9) D(xy,zy)=0,2=3x; 

(10) (z, 2x- zy )=0,z = (zy 21). 
. (1) lr?’ +z’, xz? - y )=0; 

(2) lz -zx ,x -y )=0; 

(3) lz? +2r°, r -y )=0. 
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